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Ïîòåíöèàëüíàÿ êðèâàÿ V(R) äëÿ äâóõàòîìíûõ ìîëå-
êóë ÿâëÿåòñÿ âàæíåéøåé îáîáùàþùåé õàðàêòåðèñòè-
êîé, íåîáõîäèìîé äëÿ îïèñàíèÿ ñèñòåìû êîëåáàòåëü-
íûõ è âðàùàòåëüíûõ óðîâíåé â ðàçëè÷íûõ ýëåêòðîí-
íûõ ñîñòîÿíèÿõ. Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ýêñïåðèìåí-
òàëüíûì ìåòîäàì, êîòîðûå èñïîëüçóþò òîëüêî äëÿ îï-
ðåäåëåííîé ãðóïïû óðîâíåé, ïîòåíöèàëüíàÿ êðèâàÿ, â
ïðèíöèïå, ïîçâîëÿåò âîññòàíîâèòü âñþ ñèñòåìó óðîâ-
íåé, âïëîòü äî äèññîöèàöèîííîãî ïðåäåëà, ÷òî âàæíî
ïðè ðàñ÷åòå òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ôóíêöèé ãàçîâ, ñîñòî-
ÿùèõ èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîëåêóë. Òàêèå ðàñ÷åòû
èìåþò áîëüøîå çíà÷åíèå äëÿ èññëåäîâàíèÿ õèìè÷åñ-
êèõ ðàâíîâåñèé è êèíåòèêè. Óäà÷íî ïîäîáðàííûé âèä
V(R) ïðè êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîì ðàñ÷åòå ïîçâîëÿåò
ðàññ÷èòûâàòü ýíåðãåòè÷åñêèå óðîâíè è ïðåäñêàçûâàòü
âåëè÷èíû ìîëåêóëÿðíûõ ïîñòîÿííûõ, åùå íå èçó÷åí-
íûõ ýêñïåðèìåíòàëüíî.

Îïðåäåëåíèå âèäà è ìàòåìàòè÷åñêîé ôîðìû êðèâîé
V(R) ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ïðîáëåìîé, åå ðåøå-
íèå áûëî íà÷àòî â 30-õ ãîäàõ è ïðîäîëæàåòñÿ äî íà-
ñòîÿùåãî âðåìåíè. Íà ýòîì ïóòè ìîæíî îòìåòèòü íå-
ñêîëüêî âàæíûõ ïóáëèêàöèé. Ýòî, â ÷àñòíîñòè, ðàáîòû
Ìîðçå [1] è Äàíõåìà [2], ñòàâøèå êëàññè÷åñêèìè. Ïî
ìåðå íàêîïëåíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ [3] ïî-
ÿâèëàñü âîçìîæíîñòü êðèòè÷åñêîãî ðàññìîòðåíèÿ ðàç-
ëè÷íûõ âàðèàíòîâ V(R), ÷òî âïåðâûå áûëî ñäåëàíî â
îáçîðå [4], ãäå íà îñíîâå èññëåäîâàíèÿ äâóõ äåñÿòêîâ
ïîòåíöèàëîâ V(R) áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ê 1957 ã. íå ñó-
ùåñòâîâàëî òàêîé ôîðìû V(R), êîòîðàÿ îäèíàêîâî óñ-
ïåøíî îïèñûâàëà áû äâå âàæíåéøèå ìîëåêóëÿðíûå
ïîñòîÿííûå αe è xe ωe.  Ýòà ïðîáëåìà, êñòàòè, íå ñíÿ-
òà äî ñèõ ïîð.

Îòäåëüíîé çàäà÷åé ïðè èññëåäîâàíèè óêàçàííîé
ïðîáëåìû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå V(R) íà îñíîâå ýêñïå-
ðèìåíòàëüíûõ äàííûõ. Èçâåñòíî, ÷òî îïðåäåëåííàÿ
÷àñòü ýòîé êðèâîé ìîæåò áûòü âîññòàíîâëåíà ïî òàê
íàçûâàåìûì «âîçâðàòíûì òî÷êàì» ìåòîäîì Ðèäáåðãà�
− Êëÿéíå − Ðèñà [5, 7]. Ýòîò ìåòîä ïîçâîëÿåò ïîëó-
÷èòü â âèäå òàáëèö íåîáõîäèìûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå
äàííûå äëÿ ó÷àñòêà êðèâîé. Íà ïðàêòèêå èñïîëüçóåòñÿ
è äðóãîé ïîäõîä � ðàçëîæåíèå V(R) â ðÿä â òî÷êå
ìèíèìóìà è âîññòàíîâëåíèå ïðèëåãàþùåãî ó÷àñòêà ïî
ýêñïåðèìåíòàëüíûì ìîëåêóëÿðíûì ïîñòîÿííûì (ìåòîä
Äàíõåìà [2] ). Îáà ýòè ïðèåìà ïîçâîëÿþò âîññòàíàâ-
ëèâàòü òîëüêî îãðàíè÷åííûé ó÷àñòîê êðèâîé, ãäå èçâå-
ñòíû íåîáõîäèìûå óðîâíè. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò íàñòî-
ÿòåëüíàÿ íåîáõîäèìîñòü ïîèñêà àíàëèòè÷åñêîé ôîðìó-
ëû äëÿ V(R), ò.å. êðèâàÿ äîëæíà, ñ îäíîé ñòîðîíû,
íàõîäèòüñÿ â õîðîøåì ñîãëàñèè ñ ýêñïåðèìåíòàëüíû-
ìè äàííûìè (ωe, xeωe , yeωe, αe è ò.ä.), à ñ äðóãîé �
èìåòü ïðàâèëüíîå ïîâåäåíèå (V(R) → ∞ ïðè R → 0,
V(R) → De ïðè R → ∞ , V′(Re) = 0 , V″(Re)= Ke ).
Ìíîãî÷èñëåííûå ïîïûòêè ïîèñêà òàêèõ ôîðì ïîòåíöè-
àëà V(R) ïðèâåäåíû â [6]. Î÷åíü èíòåðåñíîé ïîïûòêîé
ÿâëÿåòñÿ ïîèñê òàê íàçûâàåìîé «îáîáùåííîé ôîðìû»
V(R), êîòîðàÿ èñïîëüçîâàëà áû íîâûå îáîáùåííûå êî-
îðäèíàòû, âêëþ÷àþùèå â ñåáÿ âñå èíäèâèäóàëüíûå
îñîáåííîñòè âçàèìîäåéñòâóþùèõ àòîìîâ A è B. Ýòî
íàïðàâëåíèå áûëî íà÷àòî â [8] è ïðîäîëæåíî â ðàáî-
òàõ [9, 10]. Îäíèì èç àâòîðîâ íàñòîÿùåé ðàáîòû
ïðåäëîæåíà òàê íàçûâàåìàÿ «áýäæåðîâñêàÿ ìîäåëü»
äâóõàòîìíîé ìîëåêóëû [11, 12].

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñòàíîâèòñÿ ÿñíî, ÷òî íà ïîòåí-
öèàë V(R) ìîæíî íàëîæèòü òàêæå è íåêîòîðûå äðóãèå
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Â ðàáîòå äàíî ìàòåìàòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèé ãåîìåòðè-
÷åñêîãî õàðàêòåðà, êîòîðûì äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü ïîòåíöèàë,  îïèñûâàþùèé
äâèæåíèå ÿäåð äâóõàòîìíîé ìîëåêóëû â àäèàáàòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè (ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ, ÷òî ìîëåêóëà íàõîäèòñÿ â îñíîâíîì ýëåêòðîííîì ñîñòîÿíèè). Îñíîâ-
íûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå  î òîì, ÷òî óïîìÿíóòûé ïîòåí-
öèàë íå ìîæåò èìåòü ïîëîæèòåëüíûõ ìèíèìóìîâ. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ÷èñëåí-
íûå ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò íàëè÷èå ïîëîæèòåëüíîãî ìèíèìóìà ó ïîòåíöèàëà, òî
â ñëó÷àå îñíîâíîãî ýëåêòðîííîãî ñîñòîÿíèÿ ýòî îäíîçíà÷íî ñâèäåòåëüñòâóåò î
íàðóøåíèè ïðèìåíèìîñòè àäèàáàòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ.
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óñëîâèÿ, êîòîðûå ïî ìåðå íàêîïëåíèÿ ýêñïåðèìåíòàëü-
íûõ äàííûõ ñòàíîâÿòñÿ âñå áîëåå î÷åâèäíûìè. Ýòîé
òåìå è ïîñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ ðàáîòà.

Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà, îïèñûâàþùåå îòíîñèòåëü-
íîå äâèæåíèå ÿäåð â äâóõàòîìíîé ìîëåêóëå, èìååò,
êàê èçâåñòíî, âèä

Çäåñü

x = (x1 , x2 , x3) − âåêòîð, ñîåäèíÿþùèé ÿäðà,

∆x − îïåðàòîð Ëàïëàñà ïî x, |x|=(x 1
2+x 2

2+x 2
3)

1/2,
W(|x|) � ýôôåêòèâíûé ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ

ÿäåð,
µ − ïðèâåäåííàÿ ìàññà ìîëåêóëû.

Äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé çàìåíèì |x| íà R. Êàê
èçâåñòíî [13], ïîòåíöèàë W(R) èìååò âèä

ãäå Z1 , Z2 − çàðÿäû ÿäåð, E(R) − ñîáñòâåííîå çíà÷å-
íèå, ïîëó÷àåìîå èç óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà äëÿ ýëåêò-
ðîíîâ (â àäèàáàòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè)

      [T0 + Vee + Ven]Ô = EÔ.

Çäåñü T0 − îïåðàòîð êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ýëåêòðîíîâ,
Vee − ïîòåíöèàë ýëåêòðîí-ýëåêòðîííîãî âçàèìîäåé-
ñòâèÿ, Ven − ïîòåíöèàë ýëåêòðîííî-ÿäåðíîãî âçàèìî-
äåéñòâèÿ.

Êàê áûëî ïîêàçàíî â [14] ñ ïîìîùüþ òåõíèêè ìàñ-
øòàáíûõ ïðåîáðàçîâàíèé è òåîðåìû âûïóêëîñòè èç
[15], ôóíêöèÿ R2E(R) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ââåðõ â îá-
ëàñòè ñâîåãî îïðåäåëåíèÿ, ò.å.

Èç (2) è (3), î÷åâèäíî, èìååì

îòêóäà

Ðàñêðûâàÿ â (4) ñêîáêè, ìîæíî ïåðåïèñàòü ýòî íå-
ðàâåíñòâî â ñëåäóþùåì ýêâèâàëåíòíîì  âèäå:

Èç (5) âûòåêàåò ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 1.  Ïðè êàæäîì R > 0, ïðèíàäëåæà-
ùåì îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ìîëåêóëû, ïî êðàéíåé
ìåðå îäíà èç òðåõ âåëè÷èí (W(R), W′(R) è W′′(R))
äîëæíà áûòü ìåíüøå èëè ðàâíà íóëþ.

Óòâåðæäåíèå 2.  Ôóíêöèÿ W íå ìîæåò èìåòü ïî-
ëîæèòåëüíûõ ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü
R=R0 � òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà, â êîòîðîé

       W(R0) > 0 .                                        (6)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî W(R) äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà
â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè R0.

Òîãäà â ýòîé òî÷êå, î÷åâèäíî, äîëæíî áûòü

Îäíàêî íåðàâåíñòâà (6) è (7) ïðîòèâîðå÷àò íåðàâåí-
ñòâó (5), ÷òî è äîêàçûâàåò íàøå óòâåðæäåíèå ïðè äî-
ïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè î äâóêðàòíîé äèôôåðåí-
öèðóåìîñòè W(R) â îêðåñòíîñòè òî÷êè R0.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî íàøå ïðåäïîëîæåíèå î äâó-
êðàòíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè W(R) â òî÷êå
ñâîåãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà íà ñàìîì äåëå âñåãäà
âûïîëíåíî.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü â íåêîòîðîé òî÷êå R = R1

ôóíêöèÿ W(R) òåðÿåò ãëàäêîñòü. Èç òîãî ôàêòà, ÷òî
W(R) ïðèíàäëåæèò äèñêðåòíîìó ñïåêòðó îïåðàòîðà (1)
è ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ýòîãî
îïåðàòîðà, ñëåäóåò, ÷òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè R1 [16]

       W(R) = min {u(R), v(R) },

ãäå u(R) è v(R) � âåùåñòâåííî-ãîëîìîðôíûå ñîá-
ñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà (1). Òåïåðü ãåîìåòðè÷åñ-
êè î÷åâèäíî, ÷òî òî÷êà R = R1 íå ìîæåò äîñòàâëÿòü
ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè W = W(R), ÷òî è òðå-
áîâàëîñü óñòàíîâèòü.

Çàìå÷àíèå 1. Äîêàçàííûå âûøå óòâåðæäåíèÿ  îñ-
òàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè è â òîì ñëó÷àå, êîãäà óðîâåíü
ýëåêòðîííîé ýíåðãèè E(R) ÿâëÿåòñÿ íèçøèì â ñâîåì
êëàññå ñèììåòðèè.

Çàìå÷àíèå 2. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óòâåðæäåíèå 2
îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì òàêæå è äëÿ êîëåáàòåëüíî-âðà-
ùàòåëüíîãî ïîòåíöèàëà ìíîãîàòîìíûõ ìîëåêóë.

( ) .)x(E)x(xWx ϕ=ϕ
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Àâòîðû áëàãîäàðíû À.Ñ. Ñààêÿí è Þ.È. Òàðàñîâó
çà îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ, à òàêæå À.Â. Íåìóõèíó çà
êîíñòðóêòèâíóþ êðèòèêó.
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