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Ââåäåíèå
Èçó÷åíèå æèäêèõ ñèñòåì, ñàìîîðãàíèçîâàííûõ ïî-

ñðåäñòâîì íåêîâàëåíòíûõ ìåæìîëåêóëÿðíûõ âçàèìî-
äåéñòâèé òèïà âîäîðîäíûõ ñâÿçåé, ÿâëÿåòñÿ âàæíîé
îáëàñòüþ ôèçè÷åñêîé õèìèè ñ òî÷êè çðåíèÿ ðàçðà-
áîòêè ìåòîäîâ èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ ñëîæíûõ ëàáèëü-
íûõ íàäìîëåêóëÿðíûõ ñòðóêòóð è èõ ïðîÿâëåíèé â
êîìïëåêñå ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ñâîéñòâ. Äëÿ ýòîãî
ïðåäñòàâëÿåòñÿ àêòóàëüíûì è ïëîäîòâîðíûì èñ-
ïîëüçîâàíèå êâàçèõèìè÷åñêîãî ïîäõîäà, êîòîðûé
äàåò âîçìîæíîñòü èçó÷åíèÿ ñòðóêòóðû æèäêèõ ñèñ-
òåì è ìîëåêóëÿðíîé ïðèðîäû êîìïëåêñà èõ ôèçèêî-
õèìè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñ åäèíîé ìîëåêóëÿðíî-ñòðóêòóð-
íîé òî÷êè çðåíèÿ ïîëó÷åíèÿ íîâûõ äàííûõ î òåðìî-
äèíàìèêå è êèíåòèêå ïðîöåññîâ íàäìîëåêóëÿðíîãî
àãðåãèðîâàíèÿ, à òàêæå îòêðûâàåò íîâûå âîçìîæíî-
ñòè â èçó÷åíèè íàäìîëåêóëÿðíîé îðãàíèçàöèè æèäêî-
ñòåé è ðàñòâîðîâ, âêëþ÷àÿ äàëüíèå êîððåëÿöèè ìî-
ëåêóë, ÷òî òðóäíî îñóùåñòâèòü äðóãèìè ìåòîäàìè
èçó÷åíèÿ ñòðóêòóðû íåóïîðÿäî÷åííûõ êîíäåíñèðîâàí-
íûõ ñèñòåì [1].

Â ðàìêàõ êâàçèõèìè÷åñêîãî ïîäõîäà äëÿ ìîäåëè
æèäêîñòè ñ öåïî÷å÷íûì õàðàêòåðîì íàäìîëåêóëÿðíîé
àññîöèàöèè áûë ðàçâèò ìåòîä ìàòðè÷íîãî ñóììèðî-
âàíèÿ, òðåáóþùèé è âêëþ÷àþùèé ïðîöåäóðó ïåðå÷èñ-
ëåíèÿ àãðåãàòîâ [2], êîòîðûé â äàëüíåéøåì ïîçâîëèë
ïîëó÷èòü òàêæå âûðàæåíèÿ äëÿ èíòåãðàëüíûõ (ñòåïå-
íè àãðåãàöèè) è äèôôåðåíöèàëüíûõ (ôóíêöèè ðàñïðå-
äåëåíèÿ àãðåãàòîâ ïî ñòðóêòóðíîìó òèïó è ðàçìåðó)
õàðàêòåðèñòèê àãðåãàöèè è äèýëåêòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ
àññîöèèðîâàííûõ æèäêîñòåé ñ ãðåáíåîáðàçíûì [3, 4]

ÓÄÊ 544.32, 544.35.03, 544.353.3
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Ïðåäëîæåí è ðàçðàáîòàí íîâûé ìåòîä ðåêóððåíòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (ÐÏ) äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ èíòåãðàëüíûõ è äèôôåðåíöèàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê íàäìîëåêóëÿðíîé àãðåãàöèè àññî-
öèèðîâàííûõ æèäêèõ ñèñòåì, à òàêæå èõ äèýëåêòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ â ðàìêàõ êâàçèõèìè÷åñ-
êîé ìîäåëè íåèäåàëüíîãî àññîöèèðîâàííîãî ðàñòâîðà (QCNAS). Äëÿ ñëó÷àÿ öåïî÷å÷íîé àñ-
ñîöèàöèè ïðåäñòàâëåíî ñðàâíåíèå ìåòîäà ÐÏ è òåõíèêè ìàòðè÷íîãî ñóììèðîâàíèÿ, ðàçâèòîé
ðàíåå îäíèì èç àâòîðîâ. Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ÐÏ ñîõðàíÿåò äåòàëüíîñòü îïèñàíèÿ ñòðóêòó-
ðû è ñâîéñòâ àãðåãàòîâ è äîïóñêàåò ðàñïðîñòðàíåíèå íà ñëó÷àè ñ áîëåå ñëîæíîé (íàïðèìåð,
äðåâîîáðàçíîé) íàäìîëåêóëÿðíîé ñòðóêòóðîé æèäêîñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: àññîöèèðîâàííàÿ æèäêîñòü, êâàçèõèìè÷åñêàÿ ìîäåëü, äèïîëüíûé
ôàêòîð êîððåëÿöèè Êèðêâóäà, ðåêóððåíòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

è çâåçäîîáðàçíûì [5] õàðàêòåðîì íàäìîëåêóëÿðíîé
îðãàíèçàöèè. Îäíàêî îáîáùåíèå äàííîãî ïîäõîäà íà
ñëó÷àè äðåâîîáðàçíîé è ñåò÷àòîé ñòðóêòóð âñòðå÷àåò
òðóäíîñòè, ïîñêîëüêó ïðè äîñòèãíóòîì â íåì óðîâíå
äåòàëüíîñòè îïèñàíèÿ ñòðóêòóðû è ñâîéñòâ ìîëåêó-
ëÿðíûõ àãðåãàòîâ êîëè÷åñòâî ïåðå÷èñëÿþùèõ àññîöè-
àòû èíäåêñîâ ñóùåñòâåííî âîçðàñòàåò. Â íàñòîÿùåé
ðàáîòå ðàçâèâàåòñÿ íå òðåáóþùèé ïåðå÷èñëåíèÿ àãðå-
ãàòîâ ìåòîä, â êîòîðîì ñîõðàíÿåòñÿ óðîâåíü äåòàëü-
íîñòè îïèñàíèÿ âíóòðåííåé ñòðóêòóðû è ìèêðîñêîïè-
÷åñêèõ ñâîéñòâ àãðåãàòîâ, à òàêæå ìàêðîñêîïè÷åñêèõ
ñâîéñòâ ðàñòâîðîâ.

Âñëåä çà ðàáîòîé [6] ðàññìîòðèì ñíà÷àëà àññîöè-
èðîâàííóþ îäíîêîìïîíåíòíóþ æèäêîñòü íåýëåêòðîëè-
òà B. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ìîëåêóëû B ñîäåðæàò
ãðóïïû àòîìîâ b1 è b2, êîòîðûå âçàèìîäåéñòâóþò ñ
îáðàçîâàíèåì ñâÿçåé b1 … b2 (bb). Ñëåäîâàòåëüíî, â
ðàñòâîðå èìåþòñÿ ìîíîìåðíûå ìîëåêóëû B – B1 è
öåïî÷å÷íûå àññîöèàòû Bn (n ≥ 2). Öèêëè÷åñêèå àñ-
ñîöèàòû íå ðàññìîòðèâàþòñÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå,
ïîñêîëüêó ó÷åò ïðîöåññîâ îáðàçîâàíèÿ öèêëîâ èç öå-
ïåé íå ïðåäñòàâëÿåò îñîáîé ñëîæíîñòè [1].

Ó÷òåì òàêæå, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ìîëåêóëà B
ìîæåò îáðàçîâàòü ñâÿçü ñ äðóãîé ìîëåêóëîé B íå-
ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè, îòëè÷àþùèìèñÿ âçàèìíûì ðàñ-
ïîëîæåíèåì ìîëåêóë â ïðîñòðàíñòâå, è äëÿ ðàçëè÷íûõ
ñïîñîáîâ îáðàçîâàíèÿ ñâÿçåé â àãðåãàòàõ áóäåì èñ-
ïîëüçîâàòü ââåäåííûé â [2] òåðìèí “ñîñòîÿíèå ñâÿ-
çè”, îáîçíà÷àåìîå êàê li, ãäå li = 1, ... ,qbb – ñîñòîÿ-
íèå ñâÿçè ìåæäó i-é è (i+1)-é ìîëåêóëàìè â öåïî÷å÷-
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íûõ àãðåãàòàõ, qbb – îáùåå ÷èñëî âîçìîæíûõ ñîñòî-
ÿíèé ñâÿçè ìåæäó ìîëåêóëàìè B.

Ïðîöåññû ïîñëåäîâàòåëüíîãî îáðàçîâàíèÿ àãðåãà-
òîâ â ìîäåëè íåèäåàëüíîãî àññîöèèðîâàííîãî ðàñòâî-
ðà (ÍÀÐ) QCNAS [1] îïèñûâàþòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ
òåðìîäèíàìè÷åñêèõ êîíñòàíò ðàâíîâåñèÿ KT, âûðà-
æåííûõ ÷åðåç òåðìîäèíàìè÷åñêèå àêòèâíîñòè àãðåãà-
òîâ è ìîíîìåðîâ (ai = γixi) è íå çàâèñÿùèõ îò ñîñòà-
âà ðàñòâîðà. Ýòè ñîîòíîøåíèÿ, îïèñûâàåìûå â ðàì-
êàõ QCNAS, èìåþò âèä KT = KV Kdip Kdis [1], â êî-
òîðîì KV  – êîíñòàíòà ðàâíîâåñèÿ, âûðàæåííàÿ ÷åðåç
îáúåìíûå äîëè, à ìíîæèòåëè Kdip è Kdis îòðàæàþò
âêëàäû äèñïåðñèîííûõ è äèïîëüíûõ âçàèìîäåéñòâèé
â êîýôôèöèåíòû àêòèâíîñòè àãðåãàòîâ (γi). Êîíöåíòðà-
öèîííûå êîíñòàíòû ðàâíîâåñèÿ K = KV Vm äëÿ ïðî-
öåññîâ îáðàçîâàíèÿ öåïî÷å÷íûõ àãðåãàòîâ Bn (n ≥ 2)
ïðîèçâîëüíîãî ñòðîåíèÿ è äëèíû èìåþò âèä:

B1 + B1↔ B2,l1

                      (1)

     (2)

ãäå cb
 – ìîëÿðíàÿ êîíöåíòðàöèÿ ìîíîìåðà B1,

cn,l1,l2,…,ln–1
 – ìîëÿðíàÿ êîíöåíòðàöèÿ àãðåãàòà

{n,l1,l2,…,ln–1}, Vm – ìîëüíûé îáúåì. Åùå ðàç îòìå-
òèì, ÷òî òåðìîäèíàìè÷åñêèå êîíñòàíòû àññîöèàöèè
KT îïèñûâàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè âèäà (1), (2), â êîòî-
ðûå âìåñòî êîíöåíòðàöèé âõîäÿò ñîîòâåòñòâóþùèå
òåðìîäèíàìè÷åñêèå àêòèâíîñòè àãðåãàòîâ  (ai = γixi).

Êîíöåíòðàöèîííûå êîíñòàíòû ðàâíîâåñèÿ (1), (2)
èñïîëüçóþòñÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ êîíöåíòðàöèé àññîöèà-
òîâ è äàëåå èíòåãðàëüíûõ (ñðåäíèå ñòåïåíè àãðåãàöèè
(3)) è äèôôåðåíöèàëüíûõ (ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïî
ñòðóêòóðíîìó òèïó è ðàçìåðó (4), (5)) õàðàêòåðèñòèê
íàäìîëåêóëÿðíîé àãðåãàöèè.

                                        (3)

           (4)

             (5)

Âõîäÿùèå â óðàâíåíèÿ (3)–(5) ñóììàðíàÿ êîíöåíòðà-
öèÿ ìîíîìåðîâ è àññîöèàòîâ – csum,B è ñòåõèîìåòðè-
÷åñêàÿ êîíöåíòðàöèÿ cB

0 äàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (6)
è (7) ñîîòâåòñòâåííî:

                              (6)

                    (7)

Êîíöåíòðàöèîííûå êîíñòàíòû ðàâíîâåñèÿ (1), (2) íå-
îáõîäèìû òàêæå äëÿ ðàñ÷åòà äèïîëüíîãî ôàêòîðà
êîððåëÿöèè Êèðêâóäà gdip:

          (8)

ãäå 〈μμμμμμμμμμ*〉 – ñðåäíåñòàòèñòè÷åñêîå çíà÷åíèå êâàäðàòà
äèïîëüíîãî ìîìåíòà ìîëåêóë â æèäêîñòè, μμμμμ* – äè-
ïîëüíûé ìîìåíò ìàêðîñêîïè÷åñêîé ñôåðè÷åñêîé îáëà-
ñòè, ñîäåðæàùåé “öåíòðàëüíóþ” ìîëåêóëó, ïðè óñëî-
âèè, ÷òî ïîëîæåíèå è îðèåíòàöèÿ ýòîé ìîëåêóëû ôèê-
ñèðîâàíû; óãëîâûå ñêîáêè 〈   〉 îáîçíà÷àþò óñðåäíå-
íèå ïî âíóòðåííèì ñòåïåíÿì ñâîáîäû àãðåãàòà, íà-
ïðèìåð, ïî óãëàì âðàùåíèÿ âîêðóã âîäîðîäíûõ ñâÿ-
çåé; μμμμμb – äèïîëüíûé ìîìåíò ìîëåêóëû B â âàêóóìå.
Ïðè ïåðåõîäå êî âòîðîìó ðàâåíñòâó â ôîðìóëå (8) ïî-
ëàãàåòñÿ, ÷òî ó÷èòûâàþòñÿ òîëüêî êîððåëÿöèè äèïî-
ëåé ìîëåêóë, âõîäÿùèõ â îäèí è òîò æå àãðåãàò.

Ñâÿçü äèïîëüíîãî ôàêòîðà êîððåëÿöèè gdip ñî ñòà-
òè÷åñêîé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ εs îäíî-
êîìïîíåíòíîé æèäêîñòè äàåòñÿ óðàâíåíèåì Îíçàãåðà–
Êèðêâóäà–Ôðåëèõà [7]:

               (9)

â êîòîðîì NA  – ÷èñëî Àâîãàäðî, kB – ïîñòîÿííàÿ
Áîëüöìàíà, T – àáñîëþòíàÿ òåìïåðàòóðà, ε∞ – äå-
ôîðìàöèîííàÿ äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü æèäêî-
ñòè. Îáîáùåíèå óðàâíåíèÿ (9) íà ðàñòâîðû ïîëÿðíûõ
âåùåñòâ äàíî â ðàáîòå [8].

Ñóòü ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà ðåêóððåíòíûõ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé (ÐÏ) çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè ïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòåé {Gn} è {Tn} òàêèõ, ÷òî

                     (10)

äëÿ ÷ëåíîâ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ ðåêóððåíòíûå ñîîò-
íîøåíèÿ âèäà:

     Gn+1 = f1(Gn), Tn+1 = f2(Tn),               (11)
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â êîòîðûõ f1, f2 – íåêîòîðûå ôóíêöèè, îïðåäåëÿåìûå
ÿâíî ïðè ïîñòðîåíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {Gn} è
{Tn}. Ïåðåõîäÿ çàòåì ê ïðåäåëó ïðè n → ∞ â ôîð-
ìóëàõ (11), ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (10) ìû ïîëó÷èì
àëãåáðàè÷åñêèå óðàâíåíèÿ

      csum  = f1(csum), gdip = f2(g
dip),            (12)

ðåøèâ êîòîðûå, íàéäåì èñêîìûå çíà÷åíèÿ csum è
gdip. Ïîñòðîåíèå óêàçàííûõ ÐÏ, êàê íàì ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ íàì âîçìîæíî ñäåëàòü áîëåå ïðîñòûì è íà-
ãëÿäíûì ñ èñïîëüçîâàíèåì äèàãðàììíîé òåõíèêè, î
êîòîðîé ðå÷ü ïîéäåò äàëåå.

Èíòåãðàëüíûå è äèôôåðåíöèàëüíûå õàðàêòå-
ðèñòèêè íàäìîëåêóëÿðíîé àãðåãàöèè

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà íà îñíîâå ïðåäëàãàåìîãî íî-
âîãî ïîäõîäà ïðîñòóþ ìîäåëü öåïî÷å÷íîé àññîöèàöèè
ñ îäíèì ñîñòîÿíèåì ñâÿçåé â àãðåãàòàõ (qbb = 1) â
ôîðìóëèðîâêå, ðàçâèòîé â [2]. Ïðè ýòîì áóäåì îáðà-
çîâûâàòü àññîöèàòû è ñóììèðîâàòü èõ êîíöåíòðàöèè
ïîñëåäîâàòåëüíî, êàê ýòî çàäàþò êîíñòàíòû ðàâíîâå-
ñèÿ (1), (2).

Ñíà÷àëà ê êîíöåíòðàöèè ìîíîìåðîâ cb ïðèáàâèì
êîíöåíòðàöèþ äèìåðîâ cB2

:

                            (13)

çàòåì ê ïîëó÷åííîé ñóììå ïðèáàâèì êîíöåíòðàöèþ
òðèìåðîâ:

                (14)

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ äàëåå, ïðèäåì ê ñëåäóþùå-
ìó âûðàæåíèþ äëÿ ñóììàðíîé êîíöåíòðàöèè âñåõ
àññîöèàòîâ âïëîòü äî n-ìåðîâ:

(15)

Ââåäåì ìîíîòîííî âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {Gn} ñîîòíîøåíèÿìè:

             (16)

è çàïèøåì ðàâåíñòâî (15) â ñëåäóþùåì âèäå:

                          (17)

Òîãäà âûðàæåíèå äëÿ ñóììàðíîé êîíöåíòðàöèè ìîíî-
ìåðîâ è àññîöèàòîâ (6) îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì:

                     (18)

ãäå*

               (19)

Çàìåòèì, ÷òî, ïîñêîëüêó äëÿ îáùåãî ÷ëåíà ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè {Gn} (16) âûïîëíÿåòñÿ ðåêóððåíòíîå ñî-
îòíîøåíèå Gn = 1 + K′bbcbGn, äëÿ âåëè÷èíû  â (18)
ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

                                      (20)

ðàçðåøèâ êîòîðîå, íàéäåì

           

÷òî â èòîãå è ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ñóììàðíóþ êîí-
öåíòðàöèþ êîìïîíåíòà B (18):

             (21)

Äàäèì âûðàæåíèÿì (18) è (19) íàãëÿäíîå ãðàôè÷åñêîå
ïðåäñòàâëåíèå, êîòîðîå â äàëüíåéøåì áóäåò èñïîëü-
çîâàòüñÿ ïðè ïîñòðîåíèè ÐÏ {Gn}, ñîîòâåòñòâóþùåé
ìîäåëè æèäêîñòè ñ äðåâîîáðàçíûì õàðàêòåðîì íàä-
ìîëåêóëÿðíîé îðãàíèçàöèè. Äëÿ ýòîãî ñëàãàåìîìó,
îòâå÷àþùåìó êîíöåíòðàöèè ìîíîìåðîâ, ïîñòàâèì â
ñîîòâåòñòâèå çâåçäî÷êó. ×ëåíàì, îòâå÷àþùèì êîí-
öåíòðàöèÿì öåïî÷å÷íûõ n-ìåðîâ (äèìåðîâ, òðèìåðîâ
è ò. ä.), ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå çâåçäî÷êó ñ n-1

*Äàííîå âûðàæåíèå îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü  ñõîäèòñÿ è èìååò ïðåäåë, ðàâíûé . Óêàçàííûé ïðåäåë,

ñîãëàñíî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà, ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü   ìîíîòîííî âîçðàñòàåò è îãðàíè÷åíà (ïðè

) ñâåðõó [9].
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ñâåòëûì êðóæêîì (ñõåìà 1). Ñîîòâåòñòâóþùèé ýòèì
÷åòûðåì àññîöèàòàì âêëàä â ñóììó (18) ìîæíî çà-
ïèñàòü â âèäå îäíîé äèàãðàììû ñ ó÷åòîì ñëåäóþ-
ùèõ ïðàâèë (ñõåìà 2). Âûðàæåíèþ (18) ïîñòàâèì â
ñîîòâåòñòâèå äèàãðàììó (ñõåìà 3), êîòîðàÿ îçíà÷à-
åò, ÷òî, íà÷èíàÿ îáðàçîâûâàòü àãðåãàòû ñ êîðíåâîé
ìîëåêóëû, ïðîöåññ îáðàçîâàíèÿ àññîöèàòà ìîæåò
èëè ïðîäîëæèòüñÿ äàëåå (íà ñîîòâåòñòâóþùåì ìåñ-
òå íà ñõåìå 3 ïîÿâèòñÿ óçåë – ñâåòëûé êðóæîê) èëè
ïðîöåññ îáðàçîâàíèÿ àññîöèàòà ìîæåò çàêîí÷èòüñÿ
(òîãäà íà ñõåìå 3 ïîÿâèòñÿ ëèñò). Îòìåòèì, ÷òî
âûøåïðèâåäåííûå äèàãðàììû íå ñëåäóåò îòîæäå-
ñòâëÿòü ñ ãðàôè÷åñêèì èçîáðàæåíèåì ñòðóêòóðû
àññîöèàòîâ, ïîñêîëüêó îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëèøü
íàãëÿäíîå èçîáðàæåíèå ðÿäîâ âèäà (18), (19). Ðàñ-

ñìîòðèì òåïåðü îáùèé ñëó÷àé, êîãäà ÷èñëî ñîñòîÿ-
íèé ñâÿçåé â öåïî÷å÷íûõ àññîöèàòàõ ðàâíî qbb. Ñíî-
âà áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî îáðàçîâûâàòü n-ìåð èç
ìîíîìåðà, êàê ýòî çàäàþò êîíñòàíòû ðàâíîâåñèÿ äè-
ìåðèçàöèè (1) è îáðàçîâàíèÿ àññîöèàòîâ áîëåå âûñî-
êîãî ïîðÿäêà (2), êîòîðûå ïðåäñòàâèì â ìàòðè÷íîì
âèäå [2] (23).

Îáðàçóåì äèìåð B2,l1
 èç ìîíîìåðà ïðèñîåäèíåíè-

åì ê íåìó âòîðîé ìîëåêóëû B â ñîñòîÿíèè ñâÿçè l1.
Òîãäà êîíöåíòðàöèÿ ìîíîìåðîâ è äèìåðîâ B2,l1

 ðàâíà

      cb + c2,l1 
= cb(1 + Kbb,l1

cb).               (24)

Ñ ó÷åòîì ìàòðè÷íîé çàïèñè êîíñòàíò ðàâíîâåñèÿ (23)
ñóììó êîíöåíòðàöèé ìîíîìåðîâ è äèìåðîâ ïîëó÷èì
ñóììèðîâàíèåì â (24) ïî âñåì ñîñòîÿíèÿì ñâÿçåé:

Ñ õ å ì à  1

Ñ õ å ì à  2

Ñ õ å ì à  3

(23)
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         (25)

Â ôîðìóëå (25) Jqbb
 – âåêòîð-ñòîëáåö äëèíû qbb, ñî-

ñòàâëåííûé èç åäèíèö.
Ïðèñîåäèíåíèå ê äèìåðó B2,1 ìîëåêóëû B â ðàçëè÷-

íûå ñîñòîÿíèÿ äàñò òðèìåðû, ó êîòîðûõ ñîñòîÿíèå
ïðåäïîñëåäíåé ñâÿçè ðàâíî 1. Òîãäà êîíöåíòðàöèÿ ìî-
íîìåðîâ, äèìåðîâ è óêàçàííûõ òðèìåðîâ ñîñòàâëÿåò

(26)

è äàëåå äëÿ êîíöåíòðàöèè âñåõ ìîíîìåðîâ, äèìåðîâ è
òðèìåðîâ ïîëó÷èì:

Çäåñü è äàëåå Eqbb
 îáîçíà÷àåò åäèíè÷íóþ ìàòðèöó

ðàçìåðà qbb. Ïðîäîëæåíèå ïðîöåññà ïîñëåäîâàòåëü-
íîãî îáðàçîâàíèÿ àññîöèàòîâ (à âìåñòå ñ òåì è
ñóììèðîâàíèÿ èõ êîíöåíòðàöèé) â èòîãå ïðèâîäèò ê
âûðàæåíèþ (28) äëÿ ñóììàðíîé êîíöåíòðàöèè, êîòî-
ðîå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ðàíåå ïîëó÷åííîãî ñîîò-
íîøåíèÿ (18):

           (28)

Â âûðàæåíèè (28) êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà  ðàçìåðà qbb
ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì (ìàòðè÷íîé) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

           

(29)

è îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

  (30)

Òàêèì îáðàçîì, ñ ó÷åòîì òîãî ÷òî äëÿ ìàòðèöû (30)
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî , ïîëó-
÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ñóììàðíîé êîíöåíò-
ðàöèè ìîíîìåðîâ è àãðåãàòîâ:

             (31)

äèôôåðåíöèðîâàíèå êîòîðîãî ïî êîíöåíòðàöèè ìîíî-
ìåðîâ äàåò ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñòåõèîìåòðè-
÷åñêîé êîíöåíòðàöèè B [5]:

   

Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ñîâïàäàåò ñ íàéäåííûì â
ðàáîòå [2]. Íàéäåííûå ñîîòíîøåíèÿ (31), (32) â ìî-
äåëè QCNAS èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ðàñ÷åòà ñðåäíèõ ñòå-
ïåíåé àãðåãàöèè (3):

   (33)

è, äàëåå, òåðìîäèíàìè÷åñêèõ è äèýëåêòðè÷åñêèõ
ñâîéñòâ [1] æèäêîñòè.
Äëÿ ðàñ÷åòà ââåäåííûõ âûøå ôóíêöèé ðàñïðåäåëå-
íèÿ ïî ñòðóêòóðíîìó òèïó è ðàçìåðàì (4), (5) âîñ-
ïîëüçóåìñÿ ìåòîäàìè ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé [10].
Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ g(x),
êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ïðè çàìåíå cb → cbx â âûðàæå-
íèè (6)

               
(34)

Âèäíî, ÷òî êîíöåíòðàöèÿ n-ìåðîâ ðàâíà êîýôôèöèåíòó
ïðè n-é ñòåïåíè x, ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå
ðàâåíñòâî:

                                      (35)

íà îñíîâå êîòîðîãî ðàññ÷èòûâàþòñÿ êîíöåíòðàöèè
n-ìåðîâ è ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (4), (5). Âûðàæåíèå
(35) îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíûì, íàïðèìåð, â ñëó÷àå ìîäå-
ëè äðåâîîáðàçíîé àãðåãàöèè, êîãäà ÿâíûå âûðàæåíèÿ
äëÿ êîíöåíòðàöèé ñîîòâåòñòâóþùèõ àãðåãàòîâ èñïîëü-
çîâàòü íå óäàåòñÿ.

(27)

(32)
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Äèýëåêòðè÷åñêèå ñâîéñòâà æèäêîñòè
Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ äèýëåêòðè÷åñêèõ

ñâîéñòâ íåýëåêòðîëèòà Â, à èìåííî, ïîëó÷èì àíàëè-
òè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ äèïîëüíîãî ôàêòîðà êîððåëÿ-
öèè gB

dip íà îñíîâå ïðåäëîæåííîé âûøå òåõíèêè ñóì-
ìèðîâàíèÿ, íå èñïîëüçóÿ ïðÿìîå ïåðå÷èñëåíèå àãðåãà-
òîâ. Áóäåì èñõîäèòü èç îáùåãî îïðåäåëåíèÿ gB

dip â
âèäå (8), êîòîðîå îïðåäåëÿåò êîððåëÿöèè êàæäîãî èç
äèïîëåé, âõîäÿùåãî â àññîöèàò, ñ äðóãèìè äèïîëÿìè
ýòîãî æå àññîöèàòà. Îòìåòèì, ÷òî äèïîëè ìîëåêóë i
è j â àññîöèàòå êîððåëèðóþò è ñàìè ñ ñîáîé (÷òî â
èòîãå äàåò åäèíèöó â ôîðìóëå äëÿ gB

dip), è äðóã ñ
äðóãîì. Êðîìå òîãî, åñëè äèïîëü μμμμμb,i êîððåëèðóåò ñ
μμμμμ b,j, òî è äèïîëü μμμμμ b,j êîððåëèðóåò ñ μμμμμb,i. Ïîýòîìó
ïåðåä çíàêîì ñóììû â ôîðìóëå (36), âûðàæàþùåé
êîððåëÿöèè äèïîëåé, ïîÿâëÿåòñÿ äâîéêà, à ïîä çíàêîì
ñóììû äîëæíû áûòü ó÷òåíû òîëüêî êîððåëÿöèè ðàç-
íûõ äèïîëåé:

         

Â âûðàæåíèè (36) ïîäðàçóìåâàåòñÿ è ïðîâîäèòñÿ òàê-
æå ñóììèðîâàíèå ïî âñåì ñîñòîÿíèÿì ñâÿçåé {li} â
àññîöèàòàõ. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âõîäÿùèõ â (36) ñêàëÿð-
íûõ ïðîèçâåäåíèé âåêòîðîâ íåîáõîäèìî ââåñòè ñèñòå-
ìû êîîðäèíàò, ñâÿçàííûå ñ ìîëåêóëàìè, òàêèå, ÷òî
âåêòîðû μμμμμb,i, μμμμμ b,j íå çàâèñÿò îò âçàèìíîãî ðàñïîëî-
æåíèÿ ìîëåêóë â àññîöèàòå. Ïåðåõîä ìåæäó ñèñòåìà-
ìè êîîðäèíàò ñîñåäíèõ ìîëåêóë îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ
ïîìîùüþ ìàòðèö 〈Òbb〉 [2, 11], ãäå, íàïîìíèì, óãëî-
âûå ñêîáêè 〈   〉 îáîçíà÷àþò óñðåäíåíèå ïî âíóòðåí-
íèì ñòåïåíÿì ñâîáîäû àãðåãàòîâ.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî öåïî÷å÷íîãî àññîöèàòà

     …–B–B–B–B–B–B–B–B–…               (37)

âûäåëèì äâå ïðîèçâîëüíûå ìîëåêóëû ñ íîìåðàìè i è
j, ðàçäåëåííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñâÿçåé:

     …–B–Bi–B–B–B–B–Bj–B–…              (38)

è íàéäåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå èõ äèïîëüíûõ ìî-
ìåíòîâ ~μμμμμb,iμμμμμ b,j. Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðåîáðàçóÿ âåêòîð

(36)

μμμμμ b,j îò ñâÿçàííîé ñ íèì j-é ñèñòåìû êîîðäèíàò ê
ñèñòåìàì îòñ÷åòà ïðåäøåñòâóþùèõ ìîëåêóë, ïîëó-
÷èì äëÿ ýòîãî âåêòîðà â ñèñòåìå êîîðäèíàò i-é ìîëå-
êóëû âûðàæåíèå òèïà*

       Òbb,iÒbb,i+1… Òbb,j–2 Òbb,j-1μμμμμ b,j.         (39)

Ïðè ýòîì âåêòîð μμμμμ b,j «ïðîéäåò» ïî ñëåäóþùåé öåïî÷-
êå ñâÿçåé j-i (ñõåìà 4).

Òàêèì ïóòåì ìû çàìåíèì ñóììèðîâàíèå ñêàëÿðíûõ
ïðîèçâåäåíèé â (36) ñóììèðîâàíèåì öåïî÷åê (òðåé-
ëîâ**), êîòîðûå íà ñõåìå 4 îáðàçîâàíû ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòüþ òåìíûõ êðóæêîâ. Â ñëó÷àå àãðåãàòîâ
áåç öèêëîâ ýòîé ïðîöåäóðîé áóäóò ó÷òåíû âñå êîððå-
ëÿöèè äèïîëüíûõ ìîìåíòîâ è ïðè ýòîì òîëüêî îäèí
ðàç. Èíûìè ñëîâàìè, áóäåì èñêàòü ìàòðèöó 
(ñì. (36)) ðàçìåðà 3×3 òàêóþ, ÷òî

                           (40)

â êîòîðîé ó÷òåíû âêëàäû ðàçëè÷íûõ êîððåëÿöèé äèïî-
ëåé â àãðåãàòàõ, ò.å. ñîäåðæàòñÿ ñóììû âñåâîçìîæ-
íûõ ïðîèçâåäåíèé âèäà (39). Íàïðèìåð, ÷òîáû íàéòè
âñå ðàçëè÷íûå êîððåëÿöèè äèïîëåé â òåòðàìåðå, íåîá-
õîäèìî ïðîñóììèðîâàòü ñëåäóþùèå äèàãðàììû (ñõå-
ìà 5).

Áóäåì ñóììèðîâàòü òðåéëû ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà êîððåëÿöèè ñîñåäíèõ äèïîëåé â
äèìåðàõ, òðèìåðàõ è òåòðàìåðàõ (ñõåìà 6)

è âîñïîëüçóåìñÿ ïðàâèëàìè äëÿ èõ ñëîæåíèÿ, êàê ïî-
êàçàíî íà ñõåìå 7.

 *Çàìåòèì, ÷òî çäåñü íàì íå îáÿçàòåëüíî çíàòü, ÷åìó ðàâíû i è j, ïîñêîëüêó ìû çàäàåì, õîòü è íåÿâíî, ñèñòåìû êîîðäèíàò íå íóìåðàöè-
åé, à ñîñåäñòâîì äâóõ ïðîèçâîëüíûõ ìîëåêóë B, ò.å. åñëè äâå ìîëåêóëû ñîåäèíåíû ñâÿçüþ, òî âîçìîæíî îñóùåñòâèòü ïðåîáðàçîâàíèå
〈Tbb〉.
**Òðåéë – íåïðåðûâíûé ïóòü â ãðàôå ïî âíóòðåííèì öåïÿì, ñîåäèíÿþùèé äâà óçëà.

Ñ õ å ì à  4

Ñ õ å ì à   5

Ñ õ å ì à   6
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Ñ õ å ì à  7

Òîãäà êîððåëÿöèè äâóõ ñîñåäíèõ äèïîëåé â öåïî÷å÷-
íûõ àññîöèàòàõ ïðîèçâîëüíîé äëèíû âûðàæàþòñÿ ñëå-
äóþùåé äèàãðàììîé, ÿâëÿþùåéñÿ ïðîèçâåäåíèåì
äâóõ äèàãðàìì (ñõåìà 8).

Â äàëüíåéøåì çíàê óìíîæåíèÿ è ëèñòüÿ íà äèàã-
ðàììàõ äëÿ êðàòêîñòè áóäóò îïóñêàòüñÿ. Ïîýòîìó
âûøåïðèâåäåííàÿ äèàãðàììà (ñõåìà 8) çàïèøåòñÿ â
âèäå (ñõåìà 9).

Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ìîæíî óäîñòîâåðèòüñÿ,
÷òî äèàãðàììîé, âûðàæàþùåé êîððåëÿöèè äèïîëåé,
ðàçäåëåííûõ äâóìÿ ñâÿçÿìè, ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ
(ñõåìà 10)

(41)

(42)

èëè â ñîêðàùåííîé ôîðìå (ñõåìà 11).

Òàêèì îáðàçîì ïðåäñòàâèì âñå êîððåëÿöèè âíóòðè
öåïî÷å÷íûõ àññîöèàòîâ (ñõåìà 12).

Äàííàÿ äèàãðàììà îáîçíà÷àåò ñëåäóþùåå. Ïðè äâè-
æåíèè ïî öåïî÷êå äèïîëåé îò ñàìîãî ïåðâîãî êàæäûé
òåìíûé êðóæîê íà ñõåìå 12  áóäåò ïðîèçâîäèòü â
ñóììå  (36) ìàòðèöó cb(Kbb⊗E3)⎥⎥Tbb⎥. Åñëè
òðåéë çàêîí÷èòñÿ, à àññîöèàò áóäåò ïðîäîëæàòüñÿ,
òîãäà â  ïîÿâèòñÿ ìàòðèöà cbKbb⊗E3 (êîòîðîé íà
äèàãðàììå ñîîòâåòñòâóåò ñâåòëûé êðóæîê); åñëè æå
öåïî÷êà äèïîëåé çàêîí÷èòñÿ âìåñòå ñ àññîöèàòîì,
òîãäà íà ñîîòâåòñòâóþùåì ìåñòå ïîÿâèòñÿ åäèíè÷íàÿ
ìàòðèöà E3qbb

 (ëèñò). Çàïèøåì íà îñíîâå ñõåìû 12
ñóììó, ó÷èòûâàþùóþ âñå êîððåëÿöèè äèïîëåé (ñì.
(41)) èëè, èñïîëüçóÿ äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè ìàòðèöó

 (ñì. (30)), ïîëó÷èì (42).

Ñ õ å ì à  12

Ñ õ å ì à  10

Ñ õ å ì à  8

Ñ õ å ì à  9

Ñ õ å ì à  11
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METHOD OF RECURSIVE SEQUENCES IN ASSOCIATED LIQUIDS
THEORY

V.A. Durov, A.P. Moscalets
(Division of Physical Chemistry)

A new method based on recursive sequences (RS) is developed to calculate differential and
integral characteristics of supramolecular organization, as well as dielectric properties of
associated liquids in the framework of quasi-chemical model of non-ideal associated solution
(QCNAS). In case of chain association the comparison of RS-method with earlier developed
matrix technique is performed. The RS-method is consistent with matrix-based technique in
detailed description of structure and properties of aggregates, and moreover can be extended to
models of branched (for instance, tree-like) supramolecular structure of liquids.

Key words: associated liquid, quasi-chemical model, Kirkwood dipole factor, recursive
sequence.
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Äëÿ ìàòðèöû , âõîäÿùåé â âûðàæåíèå (42),
ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

        (43)

ïîýòîìó ìîæíî íàïèñàòü:

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ñóììû (47), îïðåäåëÿþùåé

ìàòðèöó  (40), èìååì (44), â ðåçóëüòàòå äëÿ äè-
ïîëüíîãî ôàêòîðà êîððåëÿöèè (36) ïîëó÷èì âûðàæåíèå
(45), â êîòîðîì âåêòîð μμμμμb â ñîáñòâåííîé ñèñòåìå êî-
îðäèíàò, âûáðàííîé íàäëåæàùèì îáðàçîì [2], èìååò
âèä , à cB

0 îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíè-
åì (32). Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ,
âûðàæåíèå (45) äëÿ äèïîëüíîãî ôàêòîðà Êèðêâóäà
ñîâïàäàåò ñ ïîëó÷åííûì ðàíåå â ðàáîòå [2].

(44)

(45)


