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Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ñîâðåìåííîé àíàëèòè÷åñêîé õè-
ìèè, òàêèõ, êàê àíàëèç ñëîæíûõ ñìåñåé è îïðåäåëå-
íèå ñëåäîâûõ êîëè÷åñòâ âåùåñòâ, ÷àñòî ïðèìåíÿþò
íå îäèí òîëüêî èíñòðóìåíòàëüíûé ìåòîä, à êîìáèíè-
ðîâàííûå ìåòîäû. Ïðåäâàðèòåëüíîå êîíöåíòðèðîâà-
íèå è ðàçäåëåíèå âåùåñòâ òðàäèöèîííî èñïîëüçóþò
äëÿ óâåëè÷åíèÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòè îïðåäåëåíèÿ è ïî-
âûøåíèÿ åãî ñåëåêòèâíîñòè. Ìàêñèìàëüíîé ýôôåê-
òèâíîñòè êîìáèíèðîâàííîãî ìåòîäà ìîæíî äîñòè÷ü
ñîâìåñòíîé îïòèìèçàöèåé ïàðàìåòðîâ, õàðàêòåðèçóþ-
ùèõ êîíöåíòðèðîâàíèå è îïðåäåëåíèå. Ýòî òðåáóåò
ãëóáîêîãî ïîíèìàíèÿ íå òîëüêî ïðàêòè÷åñêèõ àñïåê-
òîâ ñî÷åòàíèÿ ìåòîäîâ, íî è èõ òåîðåòè÷åñêèõ îñíîâ.
Â òî âðåìÿ êàê òåîðèÿ èíñòðóìåíòàëüíûõ, ôèçèêî-õè-
ìè÷åñêèõ ìåòîäîâ àíàëèçà ÷àñòî îòíîñèòñÿ ñêîðåå ê
ôèçè÷åñêîé õèìèè è èíæåíåðíûì íàóêàì, òåîðåòè÷åñ-
êîå ðàññìîòðåíèå ìåòîäîâ êîíöåíòðèðîâàíèÿ è ðàçäå-
ëåíèÿ âåùåñòâ – çàäà÷à õèìèêîâ-àíàëèòèêîâ.

Â ïîñëåäíèå 20–30 ëåò â àíàëèòè÷åñêîé õèìèè
øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èë ìåòîä ñîðáöèîííî-
ãî êîíöåíòðèðîâàíèÿ [1]; åãî ïðîòî÷íûé âàðèàíò ïî-
çâîëèë àâòîìàòèçèðîâàòü ñòàäèþ ïðîáîïîäãîòîâêè,
äîñòè÷ü âûñîêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè è âîñïðîèçâîäè-
ìîñòè îïðåäåëåíèÿ [2, 3]. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ñîðá-
öèîííîìó êîíöåíòðèðîâàíèþ âîîáùå è åãî èñïîëüçî-
âàíèþ â ïðîòî÷íûõ ñèñòåìàõ â ÷àñòíîñòè ïîñâÿùåí
öåëûé ðÿä îáçîðîâ è ìîíîãðàôèé, ýòà îáëàñòü àíàëè-
òè÷åñêîé õèìèè íå ïðèâëåêàëà òàêîãî èíòåðåñà òåî-
ðåòèêîâ, êàê áëèçêàÿ ïî ñâîèì îñíîâàì ê ïðîòî÷íî-
ìó ñîðáöèîííîìó êîíöåíòðèðîâàíèþ õðîìàòîãðàôèÿ,
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Äëÿ îïèñàíèÿ âñåõ ñòàäèé ñîðáöèîííîãî êîíöåíòðèðîâàíèÿ â ïðîòî÷íûõ ñèñòåìàõ àíàëèçà
ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé, ñîñòîÿùóþ èç óðàâíåíèé ìàòåðèàëüíîãî áà-
ëàíñà, ìàññîïåðåíîñà è ðàâíîâåñíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìèêðîêîìïîíåíòà. Îïèñàíèå ñòàäèè
ñîðáöèè ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòàòü ðàñïðåäåëåíèå ìèêðîêîìïîíåíòà ïî äëèíå êîëîíêè ïî îêîí-
÷àíèè ñîðáöèè è èñïîëüçîâàòü ýòî ðàñïðåäåëåíèå â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ïðè îïèñà-
íèè ñòàäèè äåñîðáöèè. Ðàçðàáîòàíà ñõåìà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ýòèõ ñèñòåì óðàâíåíèé â ñðå-
äå Comsol. Ðàçðàáîòàíà ñõåìà èòåðàöèîííîãî ïîèñêà ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèé ìîäåëè ïî ýêñïå-
ðèìåíòàëüíûì äàííûì, îñíîâàííàÿ íà ìèíèìèçàöèè ðàñõîæäåíèÿ ìåæäó òåîðåòè÷åñêèìè è
ýêñïåðèìåíòàëüíûìè êðèâûìè. Ðàçðàáîòàíà ïðîöåäóðà îöåíêè äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ
ôèçèêî-õèìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ïî äèñïåðñèè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå; ñîðáöèîííîå êîíöåíòðèðîâàíèå;
ïðîòî÷íûå ñèñòåìû àíàëèçà; ñîðáöèÿ; äåñîðáöèÿ.

÷òî îòìå÷åíî, íàïðèìåð, â íåäàâíåì îáçîðå [4].
Áîëüøèíñòâî àâòîðîâ, ïðåäëîæèâøèõ ðàçëè÷íûå ìå-
òîäèêè ñî÷åòàíèÿ ñîðáöèîííîãî êîíöåíòðèðîâàíèÿ è
ïîñëåäóþùåãî ïðîòî÷íîãî îïðåäåëåíèÿ, â ñâîèõ ðà-
áîòàõ èñïîëüçîâàëè ëèøü ýìïèðè÷åñêèå ïðèåìû îï-
òèìèçàöèè óñëîâèé ýêñïåðèìåíòà, òàê êàê äëÿ òàêèõ
ïðîòî÷íûõ ìåòîäîâ ïîêà íå ñîçäàíî öåëîñòíîå òåî-
ðåòè÷åñêîå îïèñàíèå, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî òåîðèÿ
ñîðáöèîííûõ ïðîöåññîâ õîðîøî ðàçâèòà ïðèìåíè-
òåëüíî ê òàêèì îáëàñòÿì, êàê õðîìàòîãðàôèÿ è õè-
ìè÷åñêàÿ òåõíîëîãèÿ.

Ðàíåå â ðàáîòàõ íàøåé ãðóïïû ïðåäëîæåíî èñ-
ïîëüçîâàòü òàê íàçûâàåìûå äåòåðìèíèðîâàííûå ìî-
äåëè äèíàìèêè ñîðáöèîííûõ ïðîöåññîâ äëÿ âûáîðà
íàèáîëåå ýôôåêòèâíûõ ñîðáöèîííûõ ñèñòåì è îïòè-
ìèçàöèè óñëîâèé ñîðáöèîííîãî êîíöåíòðèðîâàíèÿ [5–
7]. Îäíàêî â ýòèõ ðàáîòàõ ðàññìàòðèâàëè òîëüêî ñòà-
äèþ ñîðáöèè ìèêðîêîìïîíåíòà, ÷òî íå ïîçâîëÿëî
àäåêâàòíî îïèñûâàòü êîíöåíòðèðîâàíèå â ïðîòî÷íûõ
ñèñòåìàõ àíàëèçà, îáÿçàòåëüíî âêëþ÷àþùåå è ñòà-
äèþ äåñîðáöèè.

Íàìè áûëà ïîñòàâëåíà ñëåäóþùàÿ çàäà÷à: ðàçðà-
áîòàòü ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå ïîâåäåíèÿ ìèêðî-
êîìïîíåíòà íà âñåõ ñòàäèÿõ êîíöåíòðèðîâàíèÿ â ïðî-
òî÷íûõ ñèñòåìàõ àíàëèçà (ñîðáöèÿ, äåñîðáöèÿ è äîñ-
òàâêà çîíû êîíöåíòðàòà â ïðîòî÷íûé äåòåêòîð). Äëÿ
ýòîãî íà îñíîâàíèè àíàëèçà ëèòåðàòóðíûõ äàííûõ
âûáðàëè îñíîâíûå óðàâíåíèÿ ìîäåëè, íà÷àëüíûå è
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Äàëåå ðàçðàáîòàëè ÷èñëåííûå
ñïîñîáû ðåøåíèÿ ýòèõ ñèñòåì óðàâíåíèé â ñðåäå
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Comsol è ïðåäëîæèëè àëãîðèòì ðåøåíèÿ òàê íàçûâà-
åìûõ îáðàòíûõ çàäà÷ äèíàìèêè ñîðáöèè, ò.å. ðàñ÷åòà
ïàðàìåòðîâ ñèñòåì óðàâíåíèé ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì
äàííûì.

Ðåçóëüòàòû è èõ îáñóæäåíèå
Îñíîâíûå äîïóùåíèÿ â ðàìêàõ äåòåðìèíèðî-

âàííûõ ìîäåëåé. Äåòàëüíîå ðàññìîòðåíèå ñîðáöèîí-
íûõ ïðîöåññîâ íà ìèêðîóðîâíå òðåáóåò ñóùåñòâåííûõ
âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ è âðÿä ëè îïðàâäàííî â íà-
ñòîÿùåå âðåìÿ. Ïîýòîìó äåòåðìèíèðîâàííûå ìîäåëè
âêëþ÷àþò â ñåáÿ öåëûé ðÿä óïðîùàþùèõ äîïóùåíèé
[8, 9].

1. Ïðåíåáðåãàþò íåðàâíîìåðíîñòüþ ðàäèàëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè ïîòîêà ïîäâèæíîé ôàçû, ÷òî
ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü ñîðáöèîííóþ ñèñòåìó ïðè ïîìî-
ùè îäíîé ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòû.

2. Ïðåíåáðåãàþò âíóòðåííåé ñòðóêòóðîé ñîðáåíòà
(ðàçìåðàìè è ôîðìîé èíäèâèäóàëüíûõ ãðàíóë ñîðáåí-
òà, òîëùèíîé ïðèâèòîãî ñëîÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ãðóïïè-
ðîâîê è ò.ä.), ÷òî ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü ôàçó ñîðáåíòà
êàê ñïëîøíóþ îäíîðîäíóþ ñðåäó.

3. Ïðåíåáðåãàþò âîçìîæíîé çàâèñèìîñòüþ òàêèõ
ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû, êàê êîýôôèöèåíòû ðàñïðåäåëå-
íèÿ, ìàññîïåðåíîñà, äèñïåðñèè, îò êîíöåíòðàöèè ìèê-
ðîêîìïîíåíòà; äîïóñêàþò ïîñòîÿíñòâî ýòèõ ïàðàìåò-
ðîâ âî âðåìåíè è ïî äëèíå ñëîÿ ñîðáåíòà.

Îáîñíîâàíèåì âîçìîæíîñòè ýòèõ äîïóùåíèé ÿâ-
ëÿåòñÿ òî, ÷òî îáû÷íî ðàçìåð ãðàíóë ñîðáåíòà
ìíîãî ìåíüøå îáùåé äëèíû ñëîÿ ñîðáåíòà [1, 10];
ìàêðîñîñòàâ ðàñòâîðà â õîäå ïðîâåäåíèÿ êîíöåíò-
ðèðîâàíèÿ ìèêðîêîìïîíåíòà ìåíÿåòñÿ íåçíà÷èòåëü-
íî [10]; ðàäèàëüíàÿ íåðàâíîìåðíîñòü ðàñïðåäåëå-
íèÿ ìèêðîêîìïîíåíòà íå ìîæåò áûòü çàôèêñèðîâà-
íà è èçó÷åíà áåç ïðèìåíåíèÿ ñïåöèàëüíûõ ñëîæ-
íûõ äåòåêòîðîâ (íàïðèìåð, on-line ßÌÐ-òîìîãðàôà
[11, 12]).

Ïîäîáíûå äîïóùåíèÿ ïîçâîëÿþò îãðàíè÷èòüñÿ
åäèíñòâåííîé ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòîé – ðàñ-
ñòîÿíèåì x âäîëü ñëîÿ ñîðáåíòà, îáû÷íî âûðàæàå-
ìûì êàê äîëÿ îáùåé äëèíû èëè îáùåãî îáúåìà
ñîðáöèîííîé ñèñòåìû. Ïåðå÷èñëåííûå óñëîâèÿ õîðî-
øî âûïîëíÿþòñÿ â áîëüøèíñòâå ñîðáöèîííûõ ñèñ-
òåì, èñïîëüçóåìûõ äëÿ êîíöåíòðèðîâàíèÿ [13].

Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè äèíàìèêè ñîðáöèè, ïîñò-
ðîåííûå â ðàìêàõ ýòèõ äîïóùåíèé, âêëþ÷àþò òðè
óðàâíåíèÿ: äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ìàòåðèàëü-
íîãî áàëàíñà è êèíåòèêè, à òàêæå óðàâíåíèå ðàâíîâå-
ñèÿ (èçîòåðìû) ñ íà÷àëüíûìè è ãðàíè÷íûìè óñëîâè-
ÿìè. Ýòè óðàâíåíèÿ è ñïîñîáû èõ ðåøåíèÿ îáñóæäå-

íû â ðÿäå ìîíîãðàôèé [14]. Îäíàêî àíàëèòè÷åñêèå
ðåøåíèÿ óäàåòñÿ ïîëó÷èòü ëèøü â íåêîòîðûõ ÷àñò-
íûõ ñëó÷àÿõ; ÷àùå âñåãî ïðèáåãàþò ê ÷èñëåííûì
ìåòîäàì.

Óðàâíåíèå ìàòåðèàëüíîãî áàëàíñà. Ðàññìîòðèì
óðàâíåíèå ìàòåðèàëüíîãî áàëàíñà ìèêðîêîìïîíåíòà
äëÿ îäíîêîìïîíåíòíîé ñèñòåìû [8]:

                            (1)

ãäå x = v / Vm , v – “ìåðòâûé”, ò.å. íå çàíÿòûé ñîð-
áåíòîì îáúåì ñîðáöèîííîé ñèñòåìû (êîëîíêè) îò åå
íà÷àëà (v = 0) äî äàííîé òî÷êè (ìêë), Vm – îáùèé
“ìåðòâûé” îáúåì êîëîíêè (ìêë), f – îáúåìíàÿ ñêî-
ðîñòü ïðîïóñêàíèÿ ðàñòâîðà (ìêë/ñ), Dl – êîýôôèöè-
åíò ïðîäîëüíîé äèñïåðñèè (ìêë × ìêë/ñ). Çàìåòèì,
÷òî íåîáû÷íûé âèä ðàçìåðíîñòè êîýôôèöèåíòà ïðî-
äîëüíîé äèñïåðñèè ñâÿçàí òîëüêî ñ âûáîðîì ðàçìåð-
íîñòè ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòû ñîðáöèîííîé ñè-
ñòåìû. Íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ðåøåíèÿ
(1) ïðèâåäåíû â òàáë. 1.

Óðàâíåíèå ìàññîïåðåíîñà. Â âûðàæåíèå (1)
âõîäèò ñëàãàåìîå ∂a/∂t, êîòîðîå âûðàæàåò èçìåíå-
íèå êîíöåíòðàöèè ìèêðîêîìïîíåíòà â ðàñòâîðå çà
ñ÷åò ìàññîîáìåíà ìåæäó ôàçàìè ðàñòâîðà è ñîð-
áåíòà. Â ðàìêàõ òàê íàçûâàåìîãî âíåøíåäèôôóçè-
îííîãî ïðèáëèæåíèÿ ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñêî-
ðîñòü èçìåíåíèÿ êîíöåíòðàöèè ìèêðîêîìïîíåíòà â
ôàçå ñîðáåíòà ïðîïîðöèîíàëüíà ðàçíîñòè òåêóùåé è
ðàâíîâåñíîé êîíöåíòðàöèé ìèêðîêîìïîíåíòà â ðà-
ñòâîðå [8]

            ∂a/∂t = β(c(x,t) − cðàâí(x,t),                    (2)

ãäå β – êîýôôèöèåíò âíåøíåäèôôóçèîííîãî ìàññîïå-
ðåíîñà.

Â ñëó÷àå, åñëè èçîòåðìà ñîðáöèè ìèêðîêîìïîíåíòà
ëèíåéíà, êîýôôèöèåíò ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâåí:

                                        (3)

Ñ ó÷åòîì (3) óðàâíåíèå (2) ïðèìåò âèä:

                                   (4)

Äîïîëíèì ñèñòåìó óðàâíåíèé (1), (4) íà÷àëüíûìè è
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ïî ôóíêöèè a(x , t)
(òàáë. 2). Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðåäëàãàåì èñïîëü-
çîâàòü äâå ñèñòåìû óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-
íûõ äëÿ ñîâìåñòíîãî îïèñàíèÿ ñòàäèé ñîðáöèè è

12 ÂÌÓ, õèìèÿ, ¹ 4
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äåñîðáöèè ìèêðîêîìïîíåíòà â ïðîòî÷íûõ ñèñòåìàõ
àíàëèçà. Íà ñëåäóþùåì ýòàïå íåîáõîäèìî ðàçðàáî-
òàòü ïðîöåäóðó ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ýòèõ ñèñòåì
óðàâíåíèé è ðàñ÷åòà ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèé ïî ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíûì äàííûì.

Ñòðóêòóðà ìîäåëè äèíàìèêè ñîðáöèîííûõ ïðî-
öåññîâ â ñðåäå Comsol. Íàìè ïðåäëîæåíî èñïîëüçî-
âàòü ñðåäó Comsol 3.2 (“Comsol AB”, Øâåöèÿ) äëÿ
÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ
ïîâåäåíèå ìèêðîêîìïîíåíòà â ñîðáöèîííîé ñèñòåìå.
Ñðåäó Comsol øèðîêî ïðèìåíÿþò äëÿ ÷èñëåííîãî
ðåøåíèÿ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñ-
òíûõ ïðîèçâîäíûõ, â òîì ÷èñëå â àíàëèòè÷åñêîé õè-
ìèè äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ êîíâåêòèâíîãî è äèôôó-
çèîííîãî ìàññîïåðåíîñà [15]. Ìîäåëèðîâàíèå íåêîòî-
ðîãî ïðîöåññà â ýòîé ñðåäå ïðåäïîëàãàåò ôîðìóëèðî-
âàíèå çàäà÷è íà ÿçûêå Comsol. Äëÿ îïèñàíèÿ äèíà-
ìèêè ñîðáöèîííûõ ïðîöåññîâ èñïîëüçîâàëè ðåæèì
“1D convection and diffusion” – îäíîìåðíàÿ êîíâåê-
öèÿ è äèôôóçèÿ. Êîíöåíòðàöèþ ìèêðîêîìïîíåíòà â
ôàçå ðàñòâîðà è ñîðáåíòà îïèñûâàëè äâóìÿ ïåðåìåí-
íûìè (îáîçíà÷àåìûìè ïî óìîë÷àíèþ êàê ñ1 è ñ2).
Îáùèé âèä óðàâíåíèÿ ìàòåðèàëüíîãî áàëàíñà â ýòîì
ðåæèìå:

                                  (5)

ãäå δts – êîýôôèöèåíò ðàçìåðíîñòè âðåìåíè, D – êî-
ýôôèöèåíò ïðîäîëüíîé äèñïåðñèè, R – ñêîðîñòü èçìå-
íåíèÿ êîíöåíòðàöèè ìèêðîêîìïîíåíòà çà ñ÷åò ìàññî-
ïåðåíîñà ìåæäó ôàçàìè, u – ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ïîä-
âèæíîé ôàçû.

Çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèé ìàòåðèàëüíîãî
áàëàíñà äëÿ ìèêðîêîìïîíåíòà â ïîäâèæíîé è íåïîä-
âèæíîé ôàçàõ ïðèâåäåíû â òàáë. 3.

Ïðåäëîæåííàÿ íàìè ñõåìà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
óðàâíåíèé ìîäåëè ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü ðàñ÷åò ñòåïå-
íè èçâëå÷åíèÿ ìèêðîêîìïîíåíòà íà ñòàäèè ñîðáöèè è
åãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïî äëèíå êîëîíêè ïî îêîí÷àíèè
ýòîé ñòàäèè, çàòåì èñïîëüçîâàòü ýòî ðàñïðåäåëåíèå â
êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ äëÿ îïèñàíèÿ ñòàäèè
äåñîðáöèè ìèêðîêîìïîíåíòà.

Ðåøåíèå îáðàòíûõ çàäà÷ äèíàìèêè ñîðáöèè.
Ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è äèíàìèêè ñîðáöèè ïðåäïîëà-
ãàåò ðàñ÷åò ïðîôèëåé êîíöåíòðàöèè ìèêðîêîìïîíåíòà
â ôàçàõ ðàñòâîðà è ñîðáåíòà â ðàçíûå ìîìåíòû âðå-
ìåíè íà îñíîâàíèè èçâåñòíîé ìîäåëè ñîðáöèîííîãî
ïðîöåññà è èçâåñòíûõ óñëîâèé ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðè-
ìåíòà. Ìîäåëü âêëþ÷àåò â ñåáÿ íå òîëüêî ñèñòåìó
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óðàâíåíèé, ãðàíè÷íûõ è íà÷àëüíûõ óñëîâèé, íî è çíà-
÷åíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ è ôèçèêî-õèìè÷åñêèõ ïàðàìåò-
ðîâ ýêñïåðèìåíòàëüíîé ñèñòåìû, òàêèõ, êàê îáúåì
êîëîíêè ñ ñîðáåíòîì, ñêîðîñòü ïðîïóñêàíèÿ ðàñòâîðà,
êîýôôèöèåíòû ðàñïðåäåëåíèÿ è ìàññîïåðåíîñà è ò.ä.
Âûáîð ñòðóêòóðû ìîäåëè (ò.å. îáùèé âèä âõîäÿùèõ
â íåå óðàâíåíèé), êàê ïðàâèëî, ïðîâîäÿò, èñõîäÿ èç
àïðèîðíûõ ñâåäåíèé îá ýêñïåðèìåíòàëüíîé ñèñòåìå.
×àñòü ïàðàìåòðîâ, âõîäÿùèõ â óðàâíåíèÿ ìîäåëè,
ñðàâíèòåëüíî ëåãêî îïðåäåëèòü íåçàâèñèìûì îáðà-
çîì: íàïðèìåð, ñêîðîñòü ïðîïóñêàíèÿ ðàñòâîðà, êîí-
öåíòðàöèþ ìèêðîêîìïîíåíòà â èñõîäíîì îáðàçöå è
ò.ï. Îäíàêî íåêîòîðûå ïàðàìåòðû, âõîäÿùèå â ìî-
äåëü äèíàìèêè ñîðáöèîííûõ ïðîöåññîâ, ëèáî âîîáùå
íå èìåþò ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà âíå ðàìîê ýòèõ ìîäå-
ëåé (íàïðèìåð, êîýôôèöèåíò âíåøíåäèôôóçèîííîãî
ìàññîïåðåíîñà β), ëèáî íå ìîãóò áûòü ïðîñòî è íà-
äåæíî îïðåäåëåíû ïî ðåçóëüòàòàì íåçàâèñèìûõ ýêñ-
ïåðèìåíòîâ (íàïðèìåð, êîýôôèöèåíò âíóòðèäèôôóçèîí-
íîãî ìàññîïåðåíîñà D èëè êîýôôèöèåíò ïðîäîëüíîé
äèñïåðñèè Dl). Ýòî ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè îïðå-
äåëÿòü çíà÷åíèÿ ýòèõ ïàðàìåòðîâ ïî ðåçóëüòàòàì äè-
íàìè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ â ñîðáöèîííîé ñèñòåìå,
ò.å. ðåøàòü òàê íàçûâàåìûå “îáðàòíûå” çàäà÷è äè-
íàìèêè ñîðáöèè. Â ðàìêàõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè

ýòè çàäà÷è îòíîñÿò ê îáðàòíûì çàäà÷àì èäåíòèôè-
êàöèè ïîñòîÿííûõ êîýôôèöèåíòîâ [16]. Óíèâåðñàëü-
íûõ è êîððåêòíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ íà
íàñòîÿùèé ìîìåíò íå ïðåäëîæåíî. Îäíàêî íàèáîëåå
÷àñòî èñïîëüçóåìûì è ðåêîìåíäóåìûì äëÿ ðåøåíèÿ
ïîäîáíûõ çàäà÷ ìåòîäîì ÿâëÿåòñÿ èòåðàöèîííàÿ îï-
òèìèçàöèÿ [17]. Íàìè ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü èòå-
ðàöèîííóþ îïòèìèçàöèþ äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé
ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèé ìîäåëè ïî ýêñïåðèìåíòàëü-
íûì äàííûì.

Çàïèøåì â îáùåì âèäå ñòðóêòóðó ìîäåëè äèíà-
ìèêè ñîðáöèè:

             c(x,t) = M[c íà÷ (x),c âõîäí(t),p],               (6)

ãäå c(x,t) – ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé M ïðè çà-
äàííûõ ïàðàìåòðàõ: íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå êîíöåí-
òðàöèè ìèêðîêîìïîíåíòà ïî ñèñòåìå ñíà÷(x), êîíöåíò-
ðàöèÿ ìèêðîêîìïîíåíòà íà âõîäå â êîëîíêó ñâõîäí(t) è
âåêòîð çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèé p. Â ðåçóëüòà-
òå äèíàìè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà ìîæíî ïîëó÷èòü
ôóíêöèþ cýêñï(x,t), êàê ïðàâèëî, åå ñå÷åíèå â íåêîòî-
ðîé òî÷êå cýêñï(x0,t) (â äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ áó-
äåì îïóñêàòü ïåðåìåííûå êîîðäèíàòû). Ïîä èäåíòè-
ôèêàöèåé ïàðàìåòðîâ îáû÷íî ïîíèìàþò ïîèñê òàêîãî
âåêòîðà p*, ïðè êîòîðîì
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             cýêñï = M[c íà÷, c âõîäí, p*].                    (7)

Òàê êàê ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå íåèçáåæíî
ñîäåðæàò ñëó÷àéíûå ïîãðåøíîñòè, î÷åâèäíî, ÷òî,
äàæå â ñëó÷àå ïîëíîé èäåíòè÷íîñòè ìîäåëè è ýêñïå-
ðèìåíòàëüíîé ñèñòåìû, ïîëó÷èòü ðåøåíèå çàäà÷è (7)
â îáùåì ñëó÷àå íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó ñôîðìóëèðóåì
çàäà÷ó ïî-äðóãîìó: òðåáóåòñÿ íàéòè òàêîå çíà÷åíèå
p*, ÷òî îïðåäåëåííîå íåêîòîðûì îáðàçîì ðàññòîÿíèå
(δ) ìåæäó ôóíêöèÿìè ñ è ñýêñï áóäåò ìèíèìàëüíûì.
Òàê êàê â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ðåçóëüòàòû ýêñïåðè-
ìåíòà âûðàæåíû â âèäå íàáîðà èç k ïàð òî÷åê
{ti,ci}1<i<k , ò.å. ÿâëÿþòñÿ íå ôóíêöèåé, à âåêòîðîì
çíà÷åíèé ôóíêöèè â òî÷êàõ {ti}, èìååò ñìûñë îïðåäå-
ëèòü ðàññòîÿíèå ìåæäó ôóíêöèÿìè ñ è ñýêñï ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

                        (8)

Ïîèñê òðåáóåìîãî çíà÷åíèÿ p* â òîì ñëó÷àå, êîãäà
àíàëèòè÷åñêèé âèä çàâèñèìîñòè c(p) íåèçâåñòåí
(áîëüøèíñòâî çàäà÷ äèíàìèêè ñîðáöèè îòíîñÿòñÿ
èìåííî ê òàêîìó ñëó÷àþ), îñóùåñòâëÿþò ñ ïîìîùüþ
ðàçëè÷íûõ èòåðàöèîííûõ ïðîöåäóð [18]. Îáùàÿ ñõå-
ìà òàêîé ïðîöåäóðû ïðèâåäåíà íèæå.

Ñõåìà èòåðàöèîííîãî ïîèñêà p*
1. Ïîëó÷àåì ðåøåíèå ñèñòåìû Ì ïðè íåêîòîðîì

ïðîèçâîëüíî âûáðàííîì íà÷àëüíîì çíà÷åíèè p0:

              c(p0) = M[c íà÷, c âõîäí, p0].

2. Ðàññ÷èòûâàåì ðàññòîÿíèå ìåæäó ñ(p0) è ñýêñï

            

3. Íà n-ì øàãå âûáèðàåì íîâîå çíà÷åíèå pn.
Ñïîñîá âûáîðà çíà÷åíèÿ pn îïðåäåëÿåòñÿ êîíêðåò-
íûì îïòèìèçàöèîííûì àëãîðèòìîì. Îáñóæäåíèå
ýòîãî âîïðîñà âûõîäèò çà ðàìêè íàñòîÿùåé ðàáîòû,
áîëåå äåòàëüíóþ èíôîðìàöèþ ìîæíî íàéòè â ìíî-
ãî÷èñëåííûõ ìîíîãðàôèÿõ ïî ìåòîäàì îïòèìèçàöèè
[18]. Ïîëó÷àåì ðåøåíèå ñèñòåìû Ì ïðè ýòîì çíà-
÷åíèè pn:

              c(pn) = M[c íà÷, c âõîäí, pn].

4. Ðàññ÷èòûâàåì ðàññòîÿíèå ìåæäó ñ(pn) è ñýêñï:

            

5. Ïîâòîðÿåì øàãè 3 è 4 äî òåõ ïîð, ïîêà δn >
δêðèò , ãäå çíà÷åíèå δêðèò âûáðàíî äî íà÷àëà îïòèìè-
çàöèîííîé ïðîöåäóðû.

6. Çíà÷åíèå pn íà ïîñëåäíåì øàãå ïðèíèìàåì
çà p*.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå â êà÷åñòâå àëãîðèòìà îïòè-
ìèçàöèè èñïîëüçîâàëè òàê íàçûâàåìûé ìåòîä äîâå-
ðèòåëüíîé îáëàñòè (trust-region method) [18], ðåàëè-
çîâàííûé â ñðåäå Matlab â âèäå ôóíêöèè Isqnonlin.
Òàê êàê áîëüøèíñòâî ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè ñïîñîáíû
îáíàðóæèòü òîëüêî ëîêàëüíûé îïòèìóì [18], ãëîáàëü-
íûé îïòèìóì îáû÷íî íàõîäÿò èç ñåðèè èòåðàöèîííûõ
ïðîöåäóð ñ ðàçíûìè (êàê ïðàâèëî, ñëó÷àéíî âûáðàí-
íûìè) íà÷àëüíûìè çíà÷åíèÿìè âåêòîðà ïàðàìåòðîâ
p0. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ êàæäîãî íàáîðà ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûõ äàííûõ îïòèìèçàöèþ ïðîâîäèëè òðè ðàçà
ñî ñëó÷àéíî âûáðàííûìè çíà÷åíèÿìè p0.

Îöåíêà äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ ðàññ÷èòû-
âàåìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ìîäåëè. Ïðåäëî-
æåííûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ îáðàòíûõ çàäà÷ äèíàìè-
êè ñîðáöèè ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ îöåíêè äî-
âåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ (èëè îáëàñòåé) ðàññ÷èòû-
âàåìûõ ïàðàìåòðîâ. Äëÿ ýòîãî íàìè ïðåäëîæåíà
ñëåäóþùàÿ ïðîöåäóðà: â îäèíàêîâûõ óñëîâèÿõ ïîëó-
÷àëè ñåðèþ èç m ýêñïåðèìåíòàëüíûõ êðèâûõ ñýêñï, j
è ðàññ÷èòûâàëè äëÿ ýòîé ñåðèè óñðåäíåííóþ ýêñïå-
ðèìåíòàëüíóþ êðèâóþ:

                              (9)

Çàòåì ðàññ÷èòûâàëè äèñïåðñèþ ýêñïåðèìåíòàëü-
íûõ êðèâûõ:

                                       (10)

Äëÿ îöåíêè äîâåðèòåëüíûõ îáëàñòåé ðàññ÷èòûâàå-
ìûõ ïàðàìåòðîâ ïîñëå óñòàíîâëåíèÿ âåëè÷èíû p* â
åå îêðåñòíîñòè ñòðîèëè çàâèñèìîñòü

              

òèïè÷íûé âèä òàêîé çàâèñèìîñòè ïðåäñòàâëåí íà ðè-
ñóíêå. Îáëàñòü δ(p) = δýêñï ÿâëÿåòñÿ îöåíêîé äëÿ
äîâåðèòåëüíîé îáëàñòè ðàññ÷èòûâàåìûõ êîìïîíåíò
âåêòîðà p* (íà ðèñóíêå îáîçíà÷åíà ñåðîé çàëèâêîé)
δýêñï = 0,006. Ïðîåöèðóÿ ýòó îáëàñòü íà îñè êîîðäèíàò,
ïîëó÷àåì îöåíêè äëÿ äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ êîì-
ïîíåíò âåêòîðà p* – â äàííîì ñëó÷àå êîýôôèöèåíòîâ
ðàñïðåäåëåíèÿ Kd = 256,2±1,5 ìë/ìë è ìàññîïåðåíîñà
β = 18±2,5 ñ–1.

Íàñòîÿùèé ïîäõîä íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì ñ òî÷êè
çðåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé îáðàáîòêè ðåçóëüòàòîâ ýêñ-
ïåðèìåíòà, òàê êàê íåèçâåñòåí õàðàêòåð ðàñïðåäåëå-
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íèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí-êîìïîíåíò âåêòîðà p*. Îäíà-
êî, äàííàÿ ïðîöåäóðà ïîçâîëÿåò îöåíèòü äîñòîâåð-
íîñòü è âîñïðîèçâîäèìîñòü ðàññ÷èòûâàåìûõ çíà÷å-
íèé ïàðàìåòðîâ. Â äàëüíåéøåé ðàáîòå îöåíèâàëè äî-
âåðèòåëüíûå èíòåðâàëû ðàññ÷èòûâàåìûõ ïàðàìåòðîâ
ïî îïèñàííîé âûøå ïðîöåäóðå.

Ìåòîä îöåíêè àäåêâàòíîñòè ìàòåìàòè÷åñêîé
ìîäåëè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå àäåêâàòíîñòü ìîäåëè
îöåíèâàëè ïî êà÷åñòâó ñîâïàäåíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
è òåîðåòè÷åñêèõ êðèâûõ. Êîëè÷åñòâåííîé îöåíêîé òà-
êîãî ñîâïàäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñóììà êâàäðàòîâ ðàçíîñòåé
òî÷åê ýêñïåðèìåíòàëüíîé è òåîðåòè÷åñêîé êðèâîé
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MATHEMATICAL MODELING OF SORPTION PRECONCENTRATION IN
FLOW ANALYSIS SYSTEMS

M.A. Statkus, G.I. Tsysin
(Division of Analytical Chemistry)

Description of the whole sorption preconcentration step was proposed based on a system of
equations comprising equations of mass balance, external diffusion mass transfer and
equilibrium distribution of analyte. Description of sorption step allows to calculate analyte
distribution across the column length. This distribution can be used as an initial condition for
describing desorption step. A scheme for numerical calculations was developed using Comsol
software. A scheme for iteration search of model parameters was proposed, based on minimization
of difference between experimental and calculated curves, was proposed. A procedure for
evaluating confidence intervals of model physicochemical parameters based on dispersion of
experimental data was proposed.

Key words: Mathematical modeling; sorption preconcentration; flow analysis systems; sorption;
desorption.
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