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Èìïóëüñíûå ñâåðõçâóêîâûå ñòðóè îáëàäàþò ðÿ-
äîì î÷åâèäíûõ ïðåèìóùåñòâ ïî ñðàâíåíèþ ñ íå-
ïðåðûâíûìè [1]: äëÿ èõ ïîëó÷åíèÿ íå òðåáóåòñÿ
ìîùíûõ âàêóóìíûõ ñèñòåì, ÷òî äåëàåò èõ âûñîêî-
ýêîíîìè÷íûìè; îíè äàþò âîçìîæíîñòü ïîëó÷àòü
ïàðàìåòðû ãàçîâîãî ïîòîêà (âûñîêàÿ ìãíîâåííàÿ
ïëîòíîñòü, ðàñõîä ãàçà ïðè íåáîëüøèõ ñêîðîñòÿõ
îòêà÷êè), íåäîñòèæèìûå â íåïðåðûâíûõ ñòðóÿõ.
Ýòî äåëàåò ïåðñïåêòèâíûì ïðèìåíåíèå èìïóëüñíûõ
ñòðóé â ðÿäå èññëåäîâàòåëüñêèõ (èçó÷åíèå äèíàìè-
êè ñòîëêíîâåíèé ÷àñòèö äðóã ñ äðóãîì, ñ ïîâåðõ-
íîñòüþ, ðåëàêñàöèè â ñòðóÿõ, ìîëåêóëÿðíàÿ ñïåêò-
ðîñêîïèÿ è ò.ä.) è ïðèêëàäíûõ (íàïûëåíèå ïëåíîê
è äð.) çàäà÷. Îäíàêî èõ èñïîëüçîâàíèå çàòðóäíåíî
âñëåäñòâèå íåñòàöèîíàðíîãî ïîâåäåíèÿ ïàðàìåòðîâ,
÷òî îñëîæíÿåò, à ïîðîé  äåëàåò íåâîçìîæíîé, èí-
òåðïðåòàöèþ ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòîâ ñ íèìè. Â
ñâÿçè ñ ýòèì ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ìîäåëèðîâàíèå
ïðîöåññà èìïóëüñíîãî èñòå÷åíèÿ ãàçîâ è èõ ñìåñåé
èç çâóêîâûõ ñîïåë.

Â ðàáîòå [2] áûë ðàçâèò êèíåòè÷åñêèé ïîäõîä ê
çàäà÷å îá èìïóëüñíîì èñòå÷åíèè ñòðóè èç ñâåðõ-
çâóêîâîãî ñîïëà, îñíîâàííûé íà ðåøåíèè óðàâíå-
íèÿ Áîëüöìàíà ìåòîäîì Ãðýäà â 13-ìîìåíòíîì
ïðèáëèæåíèè. Àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç ïîçâîëèë
ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêèå  âûðàæåíèÿ äëÿ ìàêðîïà-
ðàìåòðîâ ñòðóè âî âíåøíåé îáëàñòè: ïëîòíîñòè n0,
ñðåäíåé ñêîðîñòè u0 è òåìïåðàòóðû T0 â íóëåâîì
ïðèáëèæåíèè â ïðåäåëå ìàëûõ ÷èñåë Êíóäñåíà Kns

èñòî÷íèêà (òåîðåòè÷åñêèé ïðåäåë Kns = 0). Ïðåä-
ñòàâëÿåò èíòåðåñ îöåíêà âêëàäà â ìàêðîïàðàìåòðû
ñòðóè ÷ëåíîâ ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ, ó÷èòûâàþùèõ
êîíå÷íîñòü ÷èñëà Êíóäñåíà èñòî÷íèêà. Ðàíåå [3]
òàêîé ïîäõîä èñïîëüçîâàëñÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Áîëüö-
ìàíà ñ ìîäåëüíûì èíòåãðàëîì ñòîëêíîâåíèé. Êîí-
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Â 13-ìîìåíòíîì ïðèáëèæåíèè ìåòîäà Ãðýäà ðåøåíî óðàâíåíèå Áîëüöìàíà äëÿ ñâåðõçâó-
êîâîé èìïóëüñíîé ñòðóè îäíîàòîìíîãî ãàçà, ðàñøèðÿþùåéñÿ â âàêóóì. Ïîëó÷åíû ïîïðàâ-
êè ê ìàêðîïàðàìåòðàì ñòðóè, ñâÿçàííûå ñ êîíå÷íîñòüþ ÷èñëà Êíóäñåíà èñòî÷íèêà. Âû-
ïîëíåíû êîíêðåòíûå ðàñ÷åòû äëÿ íåêîòîðûõ ìîäåëüíûõ ñèòóàöèé.

êðåòíûå îöåíêè áûëè âûïîëíåíû äëÿ ìîäåëåé
âçàèìîäåéñòâèÿ òâåðäûõ ñôåð è ìàêñâåëëîâñêèõ
ìîëåêóë. Â ðàáîòå [4] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè óñ-
ëîâèÿõ, îáû÷íûõ äëÿ ýêñïåðèìåíòîâ ñ ìîëåêóëÿð-
íûìè ïó÷êàìè (p 0

0 ≤10 àòì è T 0
0 ≤1000 K), äîìè-

íèðóþùàÿ ðîëü â ñòîëêíîâåíèÿõ ïðèíàäëåæèò âåò-
âè ïðèòÿæåíèÿ ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèÿ. C ó÷å-
òîì ïîòåíöèàëüíîé ÿìû âêëàä â ÷àñòîòó ñòîëêíîâå-
íèé, íå ïðåâûøàåò 1%, ÷òî ïîçâîëÿåò îãðàíè÷èòüñÿ
ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëè âåòâüþ ïðèòÿæåíèÿ ïîòåí-
öèàëà Ëåííàðäà-Äæîíñà.

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèå ìîäå-
ëè èñòå÷åíèÿ â âàêóóì èìïóëüñíîé ñâåðõçâóêîâîé
ñòðóè [2] – ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà â ïåðâîì
ïðèáëèæåíèè, ïîçâîëÿþùåå îïðåäåëèòü ãðàíèöû
ïðèìåíèìîñòè ìîäåëè ïðè âàðüèðîâàíèè óñëîâèé â
èñòî÷íèêå.

Ìîäåëü

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ìîäåëü òå÷åíèÿ: ãàç
èç êàìåðû, â êîòîðîé ïîääåðæèâàåòñÿ äàâëåíèå p 0

0

è òåìïåðàòóðà T 0
0 , ÷åðåç ñîïëî äèàìåòðîì d çà

âðåìÿ ðàáîòû êëàïàíà  τ0 èñòåêàåò â îáëàñòü ïîíè-
æåííîãî äàâëåíèÿ. Âáëèçè ñîïëà ôîðìèðóåòñÿ ãàçî-
âûé ïàêåò, êîòîðûé ñ íåêîòîðîé ñêîðîñòüþ äâèæåò-
ñÿ â ñòîðîíó äåòåêòîðà. Îáû÷íûå â ýêñïåðèìåíòå
äàâëåíèÿ îáåñïå÷èâàþò êîíòèíóàëüíûé ðåæèì íà
ðàññòîÿíèè íåñêîëüêèõ d îò èñòî÷íèêà, ïîýòîìó
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî öåíòð òÿæåñòè ãàçîâîãî ïîòîêà
äâèæåòñÿ ñ ïðåäåëüíîé ñêîðîñòüþ

                 uïð = (5RT 0
0 )

1/2,

ãäå R = k/m, k – ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà, m – ìàñ-
ñà àòîìà. Òå÷åíèå ïðè ýòîì ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîå îò òî÷å÷íîãî èñòî÷íè-
êà, ñâÿçàííîãî ñ öåíòðîì ìàññ ãàçîâîãî ïàêåòà.

7 ÂÌÓ, õèìèÿ, ¹ 5
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Çàïèøåì óðàâíåíèå Áîëüöìàíà äëÿ íåñòàöèîíàð-
íîãî ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîãî ðàñøèðåíèÿ â âàêó-
óì â áåçðàçìåðíîì âèäå:

Çäåñü 1 1 1( ( ) ( ) ( ) ( )) ( , )I f f f f g g d dξ ξ ξ ξ σ χ Ω ξ′ ′= ∫ −  –
èíòåãðàë ñòîëêíîâåíèé, ( )f ξ  è ( )f ξ ′  – ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö ïî ñêîðîñòÿì äî è ïîñëå
ñòîëêíîâåíèÿ, g – îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü ñòàëêè-
âàþùèõñÿ ÷àñòèö, σ(g,χ ) – äèôôåðåíöèàëüíîå ñå-
÷åíèå ðàññåÿíèÿ, dΩ = sinχdχdω, χ è ω – óãëû
ðàññåÿíèÿ, u – ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ãàçà, t – âðåìÿ.
Ââåäåíû ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû â ôèçè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå ( , , )r r ζ ϕ=  è öèëèíäðè÷åñêèå êîîð-
äèíàòû â ïðîñòðàíñòâå ñêîðîñòåé ( , , )ξ ξ ρ ε= .
Îáåçðàçìåðèâàíèå ïðîâîäèëîñü ñî ñëåäóþùèìè ìàñ-
øòàáàìè. Ìàñøòàá ðàññòîÿíèÿ ââîäèëñÿ òàêèì îá-
ðàçîì. Çà âðåìÿ  τ0 â ïðîñòðàíñòâî èñòåêàåò ìàññà
ãàçà m0, ñâÿçàííàÿ ñ óñëîâèÿìè â èñòî÷íèêå è
âðåìåíåì τ0 [5]:

1/21 / 2 2 0 0
0 0 0 0

9 5
( ) ( )

64 3
.m d n RTπ τ=

Äàëåå âáëèçè ñîïëà âûáèðàëàñü òî÷êà rs, ãäå ïî-
òîê åùå êîíòèíóàëüíûé, íî óæå îáëàäàåò ñôåðè÷åñ-
êîé ñèììåòðèåé. Òîãäà â ýòîé òî÷êå ìîæíî ðàññ÷è-
òàòü ÷èñëîâóþ ïëîòíîñòü ns = n (rs) è òåìïåðàòóðó
Ts =  T (rs) ïî îáû÷íûì ñîîòíîøåíèÿì êîíòèíóàëü-

íîé òåîðèè [6]:

      0 2 1 0 2 3 / 2
0 0

1 1
(1 ) ;     (1 )

3 3s sT T M n n M− −= + = + .

Ïðè ýòîì ÷èñëî Ìàõà Ms ìîæíî âû÷èñëèòü ïî îä-
íîé èç ýìïèðè÷åñêèõ çàâèñèìîñòåé Ms = M(rs), íà-
ïðèìåð ïî ôîðìóëå Øåðìàíà [7]:

M(y) = y – 2/y; y = 3,26(r/d – 0,075)2/3.

Çàòåì ïî ïëîòíîñòè ns îïðåäåëÿëñÿ íà÷àëüíûé ðàç-
ìåð ãàçîâîãî îáëàêà Rs, êîòîðûé è áûë âûáðàí â
êà÷åñòâå ìàñøòàáà ðàññòîÿíèÿ:

  1 / 2 2 3 / 2 2 0 1 / 2 1 / 3
0 0

27 5 1
[ ( ) (1 ) ( ) ] .
256 3 3s sR M d RTτ= +

Äàëåå â êà÷åñòâå ìàñøòàáîâ áûëè îïðåäåëåíû:
Rs /(RTs )

1/2 – äëÿ âðåìåíè, Ts – äëÿ òåìïåðàòóðû,
ns – äëÿ ïëîòíîñòè è (RTs)

1/2 – äëÿ ñêîðîñòè. Â

ýòîì ñëó÷àå ÷èñëî Êíóäñåíà èñòî÷íèêà çàïèñûâàåò-
ñÿ êàê

(2) 1[ ( ) ]−= ns s s sKn R n Q RT

ãäå Qn
(2) – ýôôåêòèâíîå ñå÷åíèå âòîðîãî ïîðÿäêà,

èìåþùåå äëÿ âåòâè ïðèòÿæåíèÿ – 4ε(σ/r)n ïîòåíöè-
àëà Ëåííàðäà–Äæîíñà ñëåäóþùèé âèä [8]:

  Qn
(2)(g) = εn(4εσ6)2/n g-4/n , ãäå εn – ôóíêöèÿ n.

Â 13-ìîìåíòíîì ïðèáëèæåíèè ìåòîäà Ãðýäà, êî-
òîðîå áóäåò èñïîëüçîâàíî äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
Áîëüöìàíà (1), ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ â âèäå [9]:

2 2 2 2
0 2 3

||
[1 (2 ) ( 5 )],

4 5

q
f f T

nT nT

π
ξ ρ ξ ξ ρ= + − + + −

2 2
3 / 2

0 (2 ) exp( )
2

.f n T
T

ξ ρ
π − += −

Ïîÿâëÿþùèåñÿ â (2) ìîìåíòû ôóíêöèè ðàñïðåäåëå-
íèÿ – ìàêðîïàðàìåòðû òå÷åíèÿ:

÷èñëîâàÿ ïëîòíîñòü

,     ρ ρ ξ ε,= ∫ ξ ξ =
r r

n fd d d d d  
ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü

1 (ξ + ) ξ,= ∫
r

u u f d
n

êèíåòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà è äàâëåíèå

2 21= (ξ + ρ ) ξ,    ,
3 ∫

r
T f d p= nT

n
òåíçîð íàïðÿæåíèé

2 2
||

2 1π = ( ξ ρ ) ξ,
3 3

−∫
r

fd

òåïëîâîé ïîòîê

2 2= ξ(ξ + ρ ) ξ.∫
r

q fd
Âûáîð ôóíêöèè f0  îáóñëîâëåí òåì, ÷òî îíà ÿâëÿåò-
ñÿ õîðîøèì ïðèáëèæåíèåì ê ðåàëüíîé ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ â ñòðóå ïðè íå î÷åíü áîëüøèõ ñòåïå-
íÿõ íåðàâíîâåñíîñòè.

Ñèñòåìà ìîìåíòíûõ óðàâíåíèé âî âíóòðåííåé
îáëàñòè è åe ðåøåíèå

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñèñòåìû ìîìåíòíûõ óðàâíåíèé

óðàâíåíèå (1) óìíîæàåòñÿ íà 1, ξ, 1/2(ξ2+ρ2),

(2/3ξ2 –1/3 ρ2), 1/2ξ(ξ2+ρ2–5T) è ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî

ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåäñòàâèìà â âèäå (2), èí-

òåãðèðóåòñÿ ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó ñêîðîñòåé.
Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ äàâëåíèÿõ â èñòî÷íèêå

÷èñëî Êíóäñåíà Kns ÿâëÿåòñÿ ìàëûì ïàðàìåòðîì, è

ïîýòîìó åñòåñòâåííî âî âíóòðåííåé îáëàñòè (âáëèçè

èñòî÷íèêà) ðåøåíèå ñèñòåìû ìîìåíòíûõ óðàâíåíèé

èñêàòü â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ýòîìó ïàðàìåòðó:

   Γ (t, r) = Γ0 (t, r) + Kns Γ1 (t, r).         (3)

Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíå-

íèé:

(2)

( )( )
f f u f u fu
t r r t

ξ
ξ ξ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ + − − +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

2
1( ) .s

uf f Kn I
r r

ρ ρ ξ
ξ ρ

−+∂ ∂+ − = ⋅
∂ ∂  

,

(1)
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20
0 02

1 ( ) 0,n n u r
t rr

∂ ∂+ =
∂ ∂  

0 0
0 0 0

0

1 ( ) 0,u uu n T
t r n r

∂ ∂ ∂+ + =
∂ ∂ ∂   

20 0 0
0 02

2( ) ( ) 0.
3

T u ur T T r
t r r rr

∂ ∂ ∂+ + =
∂ ∂ ∂  

Â ïðåäåëå áîëüøèõ âðåìåí t äëÿ ïàðàìåòðîâ
n0, u0 è T0 èìååì ñëåäóþùåå àñèìïòîòè÷åñêîå ïî-
âåäåíèå:

1/ 3 1 2
0 3 5

5 2 1(2 ) ,
6 3

gn g gg gg g
t t

λ− −′ ′′ ′= + + +  

1/ 3
0 2

5 1 ,
3

u g g
t

λ −′= +  

2 / 3
2 / 3 1 2

0 2 4

5 2 1(2 ) ,
9 3

gT g gg gg g
t t

λ− −′ ′′ ′= + + +  

ãäå g = g(λ) – íåîïðåäåëåííàÿ ïîêà ôóíêöèÿ
λ = r/t, îïðåäåëÿåìàÿ íà÷àëüíûìè è ãðàíè÷íûìè óñ-
ëîâèÿìè äëÿ (3). Ðåøåíèå (4) – êîíòèíóàëüíîå è
ñîîòâåòñòâóåò, ñëåäîâàòåëüíî, áåñêîíå÷íî áîëüøîìó
äàâëåíèþ â èñòî÷íèêå (Kns → 0). Äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ïîïðàâîê ê ïëîòíîñòè, ñðåäíåé ñêîðîñòè è òåìïåðà-
òóðå, ñâÿçàííûõ ñ êîíå÷íîñòüþ ÷èñëà Êíóäñåíà,
ñëåäóåò ðåøèòü ñèñòåìó ìîìåíòíûõ óðàâíåíèé â
ïåðâîì ïðèáëèæåíèè

   

21
0 1 1 02

1 [( ) ] 0,n n u n u r
t rr

∂ ∂+ + =
∂ ∂  

01 1 1
0 0 0 0

0

0 1
0 1 0 1 0( )   

∂∂ ∂− + +
∂ ∂ ∂

∂ ∂∂+ + + =
∂ ∂ ∂

nu n un T n u
t n r r
u nn u n T T
r r r

 

0 0
0 0

4 4 ( ) [ ( )],
3

u uT T r
r r r r r

ω ω∂ ∂ ∂= +
∂ ∂ ∂  

2 201 1
1 02 2

01
0 1

( ) ( )

2 2( ) ( )     
3 3

∂ ∂ ∂+ + +
∂ ∂ ∂

∂ ∂+ + =
∂ ∂

uT ur T r T
t r rr r

uurT rT
r r r r

 

2
2 1 2 20 0 0

0 0
0
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ω
ω− − ∂∂ ∂= +

∂ ∂ ∂

ãäå ω = 1/2 + 2/n. Àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå ýòîé
ñèñòåìû óðàâíåíèé èìååò ñëåäóþùèé âèä:

n1
  = B1 t –2ω–3 + B2 t –4ω–3,

u1 = C1 t –2ω + C2 t –2,

T1
  = D1 t –2ω + D2 t –2,                   (6)

(4)
-

(5)

ãäå B1, C1 è D1 – ôóíêöèè λ è íå ïðèâîäÿòñÿ
çäåñü èç-çà ãðîìîçäêîãî âèäà (ñì. [10]); B2, C2 è
D2 – íåîïðåäåëåííûå ôóíêöèè λ.

Àíàëèç ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ, à èìåííî, ñðàâíå-
íèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷ëåíîâ â Γ0 è Γ1 ïîêàçûâàåò,
÷òî ïðè íåêîòîðûõ âðåìåíàõ è ñîîòâåòñòâåííî íà
íåêîòîðûõ ðàññòîÿíèÿõ ñõîäèìîñòü ðàçëîæåíèÿ (3)
âî âíóòðåííåé îáëàñòè íàðóøàåòñÿ (íåðàâíîìåðíàÿ
ïðèãîäíîñòü). Ïðîäâèæåíèå â îáëàñòü áîëüøèõ âðå-
ìåí è ðàññòîÿíèé òðåáóåò âûäåëåíèÿ âíåøíåé îáëà-
ñòè è ïåðåìàñøòàáèðîâàíèÿ ïåðåìåííûõ. Ëåãêî ïî-
êàçàòü [10], ÷òî äëÿ ïîòåíöèàëà Ëåííàðäà–Äæîíñà
âî âíåøíåé îáëàñòè äðåéôîâûå ÷ëåíû, à òàêæå èí-
òåãðàë ñòîëêíîâåíèé óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà (1) áóäóò
îäíîãî ïîðÿäêà ïðè t = O(Kns

-α), λ = r/t = O(1),
α = 1/(4 – 2ω), ÷òî è îïðåäåëÿåò ðàçìåð âíóòðåí-
íåé îáëàñòè è ñïîñîá ïåðåìàñøòàáèðîâàíèÿ ïåðåìåí-
íûõ âî âíåøíåé îáëàñòè.

Ñèñòåìà ìîìåíòíûõ óðàâíåíèé âî âíåøíåé
îáëàñòè è åå ðåøåíèå

Îïðåäåëèì âíåøíèå ïåðåìåííûå ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

t âíåøí = t âíóò Kns
α, r âíåøí = r âíóò Kns

α,

n âíåøí = nâíóò Kns
-3α, u âíåøí = u âíóò,

T âíåøí = T âíóò Kns
-2α, ϕ = ξKns

-α, φ = ρKns
-α.

Óðàâíåíèå Áîëüöìàíà â íîâûõ ïåðåìåííûõ ïðèíè-
ìàåò âèä (èíäåêñû îïóùåíû):

( )s
f f u f u f f u uu Kn u
t r r r t r

αφϕ
ϕ φ ϕ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ − − − + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

2

( ) .s
f f fKn I
r r r

α φ ϕφϕ
ϕ φ

− ∂ ∂ ∂+ + − =
∂ ∂ ∂  

Ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ (ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7) âî
âíåøíåé îáëàñòè) ñëåäóåò èñêàòü â âèäå:

          f = f0 + Kns
α f1 + ...

Òîãäà ìîìåíòû ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ áóäóò èìåòü
âèä:

              Γ = Γ0 + Kns
2α Γ1 + ...

Ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè äëÿ ìîìåíòîâ áóäåò âíå-
øíèé ïðåäåë (t→∞) âíóòðåííèõ ðàçëîæåíèé (5) â
íîâîì ìàñøòàáå:

2 1/ 3 1 2
3 5

5 2 1(2 ) ,
6 3s

gn Kn g gg gg g
t t

α λ− −′ ′′ ′= + + +  

2 1/ 3
2

5 1 ,
3su Kn g g

t
αλ − ′= +  

2 / 3
2 2 / 3 1 2

2 4

5 2 1(2 ) .
9 3s

gT Kn g gg gg g
t t

α λ− −′ ′′ ′= + + +  

(7)

(8)
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Ñèñòåìà óðàâíåíèé ìîìåíòîâ âî âíåøíåé îáëàñ-
òè â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè èìååò ñëåäóþùèé âèä:

20
0 02

1 ( ) 0,n n u r
t rr

∂ ∂+ =
∂ ∂  

0 0
0 0,u uu

t r
∂ ∂

+ =
∂ ∂  

20 0 0
0 02

2( ) ( ) 0
3

T u uT r T r
t r r rr

∂ ∂ ∂+ + =
∂ ∂ ∂

è ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ:

      n0 = g/t3, u0 = λ, T = g2/3/t2.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïåðâûõ ïîïðàâîê ê ïëîòíîñòè,
ñêîðîñòè è òåìïåðàòóðå íåîáõîäèìî ðåøèòü ñèñòåìó
ìîìåíòíûõ óðàâíåíèé âî âíåøíåé îáëàñòè â ïåðâîì
ïðèáëèæåíèè:

1
0 1 1 0 0 1 1 0( ) 2( ) / 0,n n u n u n u n u r

t r
∂ ∂+ + + + =
∂ ∂  

0 01 1
1 0

0

1 0,u pu uu u
t r r n r

∂ ∂∂ ∂+ + + =
∂ ∂ ∂ ∂  

2 2 2 21
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0
1 ||1
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0 0 1 0

5 2 0.
2 3

pT n q T
r

ω−∂
− + =

∂  

Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ëåãêî óïðîùàåòñÿ.
Óðàâíåíèÿ äëÿ n1, u1 è q1 èíòåãðèðóþòñÿ àíàëèòè-
÷åñêè è ïîñëå ñøèâàíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé ñ
(8) èìååì:

 
1/ 3 1 2

1 5

5 2 1(2 ) ,
6 3

n g gg gg g
t

λ− −′ ′′ ′= + +  

1/ 3
1 2
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34
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α
α
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25 ω

α
−

= gA

Ïðè ýòîì äëÿ T1 ïîëó÷àåòñÿ îáûêíîâåííîå äèôôå-
ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

1 21 1 1 12 2 ( 2 )
3

T T q qg t
t t λ λ

−∂ ∂
+ + + +

∂ ∂  

2 2 / 3 1/ 3 1 1/ 3
5

20 20 10 1( ) 0.
27 9 9
g g g g g g

t
λ− −′ ′ ′′+ + + =  

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðè t → 0 è ñøèâàíèå ñ
(8) çàäàåò ãðàíè÷íîå óñëîâèå:

2 / 3 1 2
1 4

5 2 1(2 )
9 3

T g gg gg g
t

λ− −′ ′′ ′= + + +  
2 4

1 2 13
2

5 2 1 1(2 ) .
6(1 ) 3

g g g g g
t

ω

ω

ωλ
ω

−
− −−′ ′′ ′+ + +

−  

Òåïåðü (11) ìîæåò áûòü ðåøåíî ÷èñëåííî ñ ãðàíè÷-
íûì óñëîâèåì (12).

Ðåçóëüòàòû è îáñóæäåíèå

Ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïèòü ê êîíêðåòíûì âû÷èñëå-

íèÿì, íóæíî îïðåäåëèòü âèä ôóíêöèè g = g(λ). Â

[11] ðàññìàòðèâàëàñü àâòîìîäåëüíàÿ çàäà÷à î ðàñøè-

ðåíèè â âàêóóì ãàçîâîãî øàðà çàäàííîé ìàññû.

Ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ ìàêðîïàðàìåòðû ãàçà èìåþò

òàêîå æå àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå (ïðè t → ∞),

êàê è â íàøåé çàäà÷å. Ýòî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü g

êàê  g(λ) = 3–3/2(1 – λ2/3)3/2. Â îáùåì ñëó÷àå ñè-

ñòåìà ìîìåíòíûõ óðàâíåíèé âî âíåøíåé îáëàñòè

èìååò àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå äëÿ n0, u0, T0, n1, u1

è q1, à T1 óäîâëåòâîðÿåò îáûêíîâåííîìó äèôôå-

ðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (11) ñ ãðàíè÷íûì óñëîâè-

åì (12), êîòîðîå ìîæåò áûòü ðåøåíî ÷èñëåííî.

Ïðîàíàëèçèðóåì àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå äàííûõ
ïàðàìåòðîâ ïðè áîëüøèõ t. Ñîãëàñíî (9) è (10)
èìååì:

3 / 2 2 3 / 2
3

2 5 / 2 2 2
5

1 15 (1 )
5

3 1 2 15 (1 )( 1) ,
2 5 5

α

λ

λ λ

−

−

= − +

+ − −s

n
t

Kn
t

2
2

1 1 ,
25su Kn

t
αλ λ= −  

2
0 2

1 1 1(1 ) .
5 5

T
t

λ= −  

Äëÿ àíàëèçà ïîâåäåíèÿ T1 íóæíî ñíà÷àëà ðàñ-

ñìîòðåòü ïîâåäåíèå q1. Èç âûðàæåíèÿ (10) âèäíî,

÷òî q1~ 1/t6 ïðè t → ∞. Òîãäà èç óðàâíåíèÿ (11)

äëÿ T1 ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî ïðè t  → ∞

(9)

(10)

(11)

(12)



381ÂÅÑÒÍ. ÌÎÑÊ. ÓÍ-ÒÀ. ÑÅÐ. 2. ÕÈÌÈß. 2006. Ò. 47. ¹ 6

T1 = C(λ)/t 2, ïðè÷åì çíà÷åíèå C (λ) ìîæåò áûòü
îïðåäåëåíî ÷èñëåííî. Òàêèì îáðàçîì, ïîäòâåðæäàåò-
ñÿ âûâîä [3] î òîì, ÷òî ïðè íåñòàöèîíàðíîì ðàñøè-
ðåíèè â âàêóóì òåìïåðàòóðà íå “çàìîðàæèâàåòñÿ”, à
ïàäàåò êàê 1/t 2.

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ïðåäñòàâëåíû íà
ðèñ. 1–4 â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò â ñîîò-
âåòñòâèè ñ ïðåîáðàçîâàíèåì r =  z – uïðt , z – ðàñ-
ñòîÿíèå íà îñè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïó÷êà îò ñðåçà ñî-
ïëà. Äëÿ òåìïåðàòóðû â èñòî÷íèêå T 0

0 = 300 Ê
áåçðàçìåðíîå uïð = 7,49. Îòñ÷åò âðåìåíè t = 0 ñî-
îòâåòñòâóåò ìîìåíòó ïðåêðàùåíèÿ äåéñòâèÿ èìïóëü-
ñíîãî ñîïëà. Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíî ïîâåäåíèå ïëîòíî-
ñòè â çàâèñèìîñòè îò ðàññòîÿíèÿ îò ñîïëà â ðàçëè÷-
íûå ìîìåíòû âðåìåíè ïðè Kns = 10–3, à íà ðèñ. 2,
íàîáîðîò, – â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè äëÿ ðàçëè÷-
íûõ ðàññòîÿíèé îò ñîïëà. Âèäíî, ÷òî ñ òå÷åíèåì
âðåìåíè ïðîèñõîäèò ðàññåÿíèå ãàçîâîãî ïàêåòà, âîç-

ðàñòàþò åãî ðàçìåðû, óìåíüøàåòñÿ ïëîòíîñòü â ÿäðå
ïàêåòà. Êðèâûå ïëîòíîñòè íà ðèñ. 2 àñèììåòðè÷íû,
÷òî ñâÿçàíî ñ ðàçëè÷íûìè âðåìåíàìè ïðîëåòà ìîëå-
êóë, íàõîäÿùèõñÿ â îáëàñòÿõ “ïåðåäíåãî” è  “çàäíå-
ãî” ôðîíòîâ ïàêåòà, îò ñîïëà äî äàííîé òî÷êè.

Íà ðèñ. 3, 4 ïðåäñòàâëåíû èçìåíåíèÿ òåìïåðàòó-
ðû â íóëåâîì T0 (ñïëîøíûå êðèâûå) è ïåðâîì T1

(øòðèõîâûå êðèâûå) ïðèáëèæåíèÿõ äëÿ ÷èñåë Êíóä-
ñåíà èñòî÷íèêà 10–2 è 10–3 ñîîòâåòñòâåííî. Âèäíî,
÷òî ñ óìåíüøåíèåì Kns âêëàä ïîïðàâîê îò ïåðâîãî
ïðèáëèæåíèÿ T1 óìåíüøàåòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, â ðàáîòå ïîñòðîåíà êèíåòè÷åñêàÿ
ìîäåëü ðàñøèðåíèÿ  â âàêóóì ñâåðõçâóêîâîé èì-
ïóëüñíîé ñòðóè îäíîàòîìíîãî ãàçà. Ïîëó÷åíû óðàâ-
íåíèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ ñòðóè (íóëåâîå ïðèáëèæåíèå),
óäîáíûå äëÿ îïèñàíèÿ ýêñïåðèìåíòîâ ñî ñòðóÿìè.
Ïîëó÷åíû ïîïðàâêè ê ïàðàìåòðàì, ñâÿçàííûå ñ êî-

Ðèñ. 1. Ïëîòíîñòü â çàâèñèìîñòè îò ðàññòîÿíèÿ îò
ñîïëà äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè ïðè Kns = 10–3

Ðèñ. 3. Òåìïåðàòóðà â íóëåâîì (ñïëîøíûå êðèâûå) è ïåð-
âîì (øòðèõîâûå êðèâûå) ïðèáëèæåíèÿõ â çàâèñèìîñòè îò
ðàññòîÿíèÿ îò ñîïëà äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè

ïðè Kns = 10–2

Ðèñ. 4. Òåìïåðàòóðà â íóëåâîì (ñïëîøíûå êðèâûå) è
ïåðâîì (øòðèõîâûå êðèâûå) ïðèáëèæåíèÿõ â çàâèñè-
ìîñòè îò ðàññòîÿíèÿ îò ñîïëà äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîìåíòîâ

âðåìåíè ïðè Kns = 10–3

Ðèñ. 2. Ïëîòíîñòü â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè äëÿ
ðàçëè÷íûõ ðàññòîÿíèé îò ñîïëà ïðè Kns = 10–3

9 ÂÌÓ, õèìèÿ, ¹ 5
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íå÷íîñòüþ äàâëåíèÿ â èñòî÷íèêå. Ðåøåíèÿ óðàâíå-
íèé äëÿ ïîïðàâîê â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå
(òåìïåðàòóðà è äàâëåíèå â ñîïëå, åãî äèàìåòð è
ïàðàìåòðû ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèÿ ãàçà) ïîçâîëÿ-
þò ñóäèòü î âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ìîäåëè.
Òàê, íàïðèìåð, äëÿ èìïóëüñíîé ñòðóè àðãîíà ïðè
âðåìåíè äåéñòâèÿ ñîïëà τ0 = 50 µc, T 0

0 = 300 Ê è
äèàìåòðå ñîïëà d = 0,05 ñì  ìîæíî èñïîëüçîâàòü

íóëåâîå ïðèáëèæåíèå ñ îøèáêîé íå áîëåå 4%, åñëè

äàâëåíèå â èñòî÷íèêå íå ìåíüøå 2,5 àòì. Îòìåòèì,
÷òî, êàê è â ñëó÷àå íåïðåðûâíûõ ñòðóé, âûðàæåíèå
äëÿ ïðåäåëüíîé òåìïåðàòóðû

         
2 / 3

2
2 2

( )( ) s
g CT t Kn
t t

α λ
∞ = +

ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûì äëÿ ïîëó÷åíèÿ èíôîðìà-
öèè î ïîòåíöèàëå âçàèìîäåéñòâèÿ èç ýêñïåðèìåíòîâ
ñ èìïóëüñíûìè ïó÷êàìè.
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KINETIC DESCRIPTION OF PULSED SUPERSONIC
CURRENT EXHAUSTING INTO VACUUM. I. MONATOMIC
GAS

À.V. Lazarev, N.N. Zastenker, D.N.Trubnikov, Ê.À. Tatarenko, À.V. Pribytkov

(Division of Physical Chemistry)

The Boltzmann equation for supersonic impulse jet of à monoatomic gas expanding
into vacuum has been solved with the use of the 13 moment approximation of the
Grad method. The corrections to the jet parameters were obtained, which are due to
the finiteness of the Knudsen number of source. The calculations were made for some
model situations.


